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ab cdef ghg ij k li gjifibc h mhnifehb ojhp ilqjr oqj s qcd tibijhcebt ebcijufvsw ixc
yhjti zioqjp hceqb cjhbfoqjp hceqbf s icliib clq pvyceup qzhy ep hti ficf qo cdi sjheb
hbz oqj oqjp ebt pvyceuxyhff sjheb hcyhfif { ab cdef ojhp ilqjr k cdi ifcep hciz cjhbfu
oqjp hceqbf hji tibijhciz vfebt p h|ep hy eboqjp hceqb hs qvc cdi vbzijyn ebt bivu
jqhbhcqpn gjifibc eb ihxd qo cdi ze} ijibc p qzhyeceif { ~def p qzhyecn ebzig ibzibc
jitefcjhceqb ojhp ilqjr ef hxdei�iz sn w qebcyn ifcep hcebt cdi g qfcijeqj gjqshseyeceif
hffqxehciz l ecd cdi pvyceup qzhy ep hti ficf hbz cdi detduzep ibfeqbhy jitefcjhceqb
cjhbfoqjp hceqbf p hggebt cdifi g qfcijeqjf { ~q p h|ep hyyn vfi cdi eboqjp hceqb gjifibc
eb hyy cdi p qzhyeceif oqj jitefcjhceqb k �vyyshxru�iesyij ze�ijtibxi s icliib cdi ifu
cep hciz g qfcijeqjf ef p ebep e�iz { �itefcjhceqb jifvycf oqj ep hti ficf xqpgqfiz qo
pvyceup qzhy �� ep htif qo dihycdn hzvyc dvp hb sjhebf hji gjifibciz { �cyhf oqjp hu
ceqb jifvycf hji gjifibciz oqj h g qgvyhceqb qo ��i ebohbc dvp hb sjhebf {

� 1B T84FA � �vyceup qzhy ep hti fic jitefcjhceqb k hcyhf oqjp hceqb k eb�ijfi xqbfefcibc
jitefcjhceqb k eboqjp hceqb cdiqjnk p izexhy ep hti hbhynfef k xqpgvchceqbhy hbhcqpn{
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��� �� ���� ª
È¡¤��� �� ����� ������£��� ¬�¡¨�¤� �� ����© ¡¢ �� ����� �¡¤�¦����� ®���� ��§
� ¦� ��� ��£������¡� ¡¢ �¡�¬¦�� �����© ��¢¡�� ���¡� ��¬��������� �� ��¤��¦© ���
����¡�©ª È¡�� �� ��� ����������¡� �¦�¡����� � É�¤ � � �¬¬���   ��®��� �®¡
���¦�� �� ���� ª Ê¡ ���¦�Ë� ��¦��§�¡¤�¦ �� ���� ¡¢ � ����¦� ����¡�©¥ ®� ¤�É��
� ��¦��§�¡¤�¦ �� ��� ��� ¥

Ī
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��¬������ � ÍÊ �� ��� ¥ � Ê Î§®������¤ È Ï �� ��� ¥ ��¤ � ÐÑÊ �� ��� ¡¢ � ����¦�
����¡�©ª �� ����� � ���� ��� ��¤��¦© ��� ����¡����¡�©¥ ��¬�������¤ �� �®¡
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ª Ê��¡���¡�� ���� ¬�¬�� ¥ ®� ����� � ���� ¥ ¢¡� � ��¨��
�� Ò ��� ¥ ��� ��¦��§�¡¤�¦ �� ���� ¡¢ ���� �� Ò ��� ��� �¡§���������¤ ª
È ��© �� ��� ����������¡� ������£��� ���� �������� ¬�¡ � �¦��© ¢�����¡�� ��§
¨¡¦¨� ��¢¡�� ���¡� ���¡����� ¤������� � ������� ª È����¦ ��¢¡�� ���¡� �� ¡��
���� ����¡¤ ���� �� �©¬���¦¦© ���¤ �¡ �������� ��¦��§� ¡¤�¦ �� ���� ª Ó ���§
¤�� ����¡��¦ �� ��� ����������¡� �� ��� �¡���Ç� ¡¢ �����¦ ��¢¡�� ���¡� ��¤ ¡����
¤����� �¦����© � ������� ���   ��� ���¤��¤ �Ç�����¨�¦©ª « ��¡�¡��� ��¨��������¡�
¡¢ ����� ¤����� �¦����© � ������� �� ����§¤�� ����¡��¦ �� ��� ����������¡� �� ¬��§
�����¤ �� ÔÎÕ ª È����¦ ��¢¡�� ���¡� �� ¥ �£��¨�¦���¦©¥ ��� Ö�¦¦ ��×§Ø�� ¦�� ¤�¨��§
�����   ��®��� ��� Ò ¡��� ¤����� ���¡� ��¤ ¬�¡¤��� ¡¢ � ������¦ ¤����� ���¡�� ¡¢
�®¡ ���¤¡� ¨���� ¦�� ª « ��¦��§� ¡¤�¦ ¢���§¢¡�� ����������¡� �¦�¡����� ����
� ������ ¨¡Ç�¦ �¦��� ¦�  �¦� ¥ ������ ���� ����������� ¥ ¨ �� � ���� �Ë��� Ö�¦¦ ��×§
Ø�� ¦�� ¤�¨������� ¥ ��¡���� ��¢¡�� ���¡� ���¡����� ¤������� � ������ ¥ �� ¬��§
�����¤ �� ÔÙ ¥ÚÕ ª Ê��� � ���¡¤ ¡�¦© É�¤� �¡����¬¡�¤�����   ��®��� �®¡ ���¦��
�� ���� ª « � ���¡¤ ���� � ���� �Ë�� Ö�¦¦ ��×§Ø�� ¦�� ¤�¨�������   ��®��� �Ç§
¬ ����¤ ��¤ ¡ ���¨�¤ Ò ¡��� �¦��� ����¡���� � �� ¬�������¤ �� ÔÛÕ ª Ê��� ������£�� ¥
�¡®�¨�� ¥ ����� ���� �¦��� ¦�  �¦� �� � ¬��¬�¡������� ���¬ ��¤ �� ���¤ ¡�¦© ¢¡�
����¤ ����������¡�  ��®��� ���¦�� �� ���� ª Ê�� � ���¡¤ ¬�������¤ �� ���� ¬�¬ ��
�� � ¡�� ������¦ �� ���� ����������¡� �� ¬ ��¢¡�� �¤ ¡� ���� ¡¢ �� ���� ¥ ¡¢ �� �§
����© ��� �� ¥ ��¤ �� �¡� �¡��������¤  © �� ������¦ �¦��� ¦�  �¦��� ª « ¦��¡���
�����§�� Ò ��� ����§¤�� ����¡��¦ �� ��� ����������¡� ��� �����¨�¤ ���� �������¡�
ÔÜ ¥Ý ¥Þ ¥ßÕ ¥ �¡ ¡�� ×�¡® ¦�¤�� ¥ ¦���¦� �������¡� ���   ��� ��¨�� �¡ ��� ��� ¡¢ ��¦��§
� ¡¤�¦ �� ��� ���� �� �� ��� ����������¡� ª Ê�� ¢¡��¤���¡� ¢¡� ��� ®¡�× ¬�������¤
�� ���� ¬�¬�� ��¨�   ��� ¬�¡¬¡��¤ �� Ôà ¥Îá ¥ÎÎ¥ÎÙÕ ª
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���� �� ��£����� � ���������� �� ��¬�������¦ ��� �� ¡¢ ����¡����  ��� ÔÎÚÕ ª
Í¡���¤�� � ��¦��§� ¡¤�¦ �� ��� ��� ����������¡� ��¨¡¦¨ ��� ¢¡�� �®�¦¨�§ �� ÷ ø§
ÍùÈ �� ���� ¥ �� �Ç��¬¦� ¡¢ ®���� �� ¬�¡¨�¤�¤ �� ú����¡� Ü ªÙ ª ­ ���� �����¦
��¢¡�� ���¡� ®¡�¦¤ ��£���� ��� �¡��������¡� ¡¢ �

24·12 ≈ 2.8 × 1014  �� Ò ¡���
����¡���� ¥ ®���� �� �� ¬�������¦ ª û �¨�� ����� ¤�ü ��¦���� ®� �¡¨� �¡ � �¡¤�¦§
 ���¤ �¬¬�¡��� ®���� ��� ����������¡� �� ¬ ��¢¡�� �¤ ����� ��¤��¦© ��� ����¡� §
���¦ ���������� ª �� ���¡�¬¡���� ����� ����¡� ���¦ ���������� �� � ¬��¡� �� �
ý�©����� ¢��� �®¡�× ª

Ê��� ¢��� �®¡�× ��  ���¤ ¡� ��� ����� ¬��¡� ���� ��� ��  ���� ����¡�© �¡�§
����� ¡¢ É����¦© ������� ¦� ���������� ���� �� ���© � ����� ¥ ®���� � ����� ¥ ��¤
���� �¡�¬���¦ þ��¤ ª Ê���� ���������� ¬������ ® ��� ¨��©��� ��¤�¡� ����� �����§
���© ¨�¦��� ���¡�� ¤��¬����� �� ��� �¡¤�¦����� ª û �¨�� �®¡ ��¦��§� ¡¤�¦ �� ���
���� ¥ ®� ��¬���� ��� ��¤��¦© ��� ����������  © ����� ����� ¥ ¢¡� ���� �� ��� ��� ¥
��� �¦��� ¬¡�����¡� � ��� ¢�����¡�� ���¡�����¤ ® ��� ���� ¡¢ ��� ���������� ª Ê����
�¦��� ¬¡�����¡�� ��� ���� ���¤ �¡ ¬�¡¤��� � � ��� ¬¡�����¡� ��¦��  © ����� ��§
��� ����§¤�� ����¡��¦ ¤�ÿ�¡� ¡�¬��� ����������¡� � �¬� ��¦����� ��� �¡¡�¤�����
�¬���� ¡¢ ��� �¦��� ¬¡�����¡�� ª Ê�� Ö�¦¦ ��×§Ø�� ¦�� ¤�¨������� �� ���¤ �� �
¤������� ¢�����¡� ¡� ��� �¬��� ¡¢ ¬�¡ � �¦��© � ��� ¢�����¡�� �¡ ����� ��� ���
�����¢¡�� ���¡�� ª Ê�� ��� ¡¢ ��� �¦��� ¬ ¡�����¡�� ¬�¡¨�¤�� �� �� ��� ��������©
��¤�¬ ��¤��� �¬¬�¡��� �¡ �� ��� ����������¡� ª
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«� ��¬¡����� ¬�¡ ¦�� �� �¡� ¬�����¡��¦ ����¡�© �� ��� �¡��������¡� ¡¢ ��
�Ç��¬¦�� ��¦�� ¢�¡� � ¬¡¬�¦���¡� ¡¢ � �¤���¦ �� ���� ª Ê��� ��¦�� ��¬������� ���
����¡� ���¦ ¨������¡� ¬������ �� ��� ¬ ¡¬�¦���¡� ÔÎÛ ¥ÎÜ ¥ÎÝÕ ª È ��© �� ���� ���
� �¬¬ �¤ ���¡ � �¡� �¡� �¡¡�¤����� �©���� �¡ ���¤© �����§¬ ¡¬�¦���¡� ¨���� �¦§
��© ��¤ �����§¬¡¬�¦���¡� ¤�ÿ������� ¥ �¡ ¬�¡¨�¤� ¨¡Ç�¦§® ��� � �¬¬��� ¡¢ ¢���§
��¡��¦ ����� ¥ ��¤ ¢���¦����� ������ ��¤ ¡ Ò ��� ���� ������¡� ¨ �� ����������¡� ¡¢
����¡� ���¦ ¦�  �¦� ª Í¡��¡� ������£��� ¢¡� �������� ��¦���� ¡¢��� ���¦�¤� ���
��¡��� ¡¢ � ��� ¬¦��� �� ��� ¥ ®���� ��������¦© ¬�¡¤���� �  ��� ª È¡��¨���¤  ©
��� ��¦�� �¡��������¡� ¢��� �®¡�× ¬�������¤ �� ÔÎÞÕ ¥ ®� ¬�¡¬ ¡�� ��� �¡������§
��¡� ¡¢ �� �� ����¤ ��¦��§�¦��� ��¦�� ¢�¡� � ¬¡¬�¦���¡� ¡¢ ����¡� ���¦ �¦���
¬ ¡�����¡�� ����� ¦���� ¤�¢¡�� ���¡� ¤�ÿ�¡� ¡�¬��� ����������¡� ª � ��� �¬¬¦��¤
�¡ �®¡ �� ��� ���� ¥ �� �� ��¦�� ¢¡�� ���¡� � ���¡¤ © ��¦¤� ��¨����§�¡�������� �� ���
����������¡� ª
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È ��© ����������¡� �¦�¡����� � ��� �¡� ��¨���� �¡�������� ����� ����� ¤����� �¦����©
� ������ ��� �¡�¬���¤ �� ��� �¡¡�¤����� �©���� ¡¢ ������ ¡�� ¡¢ ��� �� ���� ��§
¨¡¦¨�¤ �� ��� ����������¡� ª Ê��� ¦��¤� �¡ ¡�¤�� �¡�§¬�����¨���¡� ¡¢ ¡¬��� �Ë���¡�
�����© �¡�� ¢�����¡�� ª ø� ���¤���¡��¦ ������£��� ¢¡� �� ��� ����������¡� ¥ �¡¦�§
��¡�� � �©  � �©���� �����¦¦©  ����¤ ® ��� ���¬ ��� �¡ �Ç¬��¤��� ��¤ �¡���������
����¡�� �� ��� ����� ���¤ �����¢¡�� ���¡� ÔÎßÕ ª ø�¨���� �¡�������� ����������¡�
�� ¤�����¤ ®��� ����� �� �¡ ¬��¢������ ¥ ¡�   �¦��¨� �¦��©¥ ¢¡� ¡�� �� ��� ¡¨��
��¡���� ª ÑÇ ������ � ���¡¤� ¢¡� ���������� ��¨���� �¡�������� ����������¡� �¬§
¬�¡Ç �� ��� ��¨���� �¡��������©  © �¤¤��� �� ��¨���� �¡��������© ¬���¦�© �¡ ���
¡¬��� �Ë���¡� �¡�� ¢�����¡� ª Ê�� ����������¡� ¢��� �®¡�×� ¢¡���¦���¤ �� �����
� ���¡¤� ��� �¡� ����������¦¦© �©�� ����� ª « ����¡¤ ¢¡� �¬¬�¡������ ���� ¬�¡ §
¦�� ¥ ��¨¡¦¨ ��� �� �¦�¡����� ���� ����� ���� ������ ����¦ �����¢¡�� ���¡�� ®��¦�
�¬¬�¡Ç �� ����� ��¨���� �¡��������© �¡��������� ¡� ���� ������ ����¦ �����¢¡�� �§
��¡� ¥ �� ¬�������¤ �� ÔÎàÕ ª Ê�� �¬¬�¡��� ¬�������¤ �� ���� ¬�¬ �� �� ����������¦¦©
��¨���� �¡�������� �� ��� ����������¡� ¬�¡ ¦�� �� ¢¡���¦���¤ �©� �������¦¦©ª
Ê����¢¡�� ¥ �¡ �¡������¡� ¬���¦�© ¢¡� �¡��������© �� ��£����¤ ª
Ê�� ��� ���¤�� ¡¢ ���� ¬�¬ �� �� ¡�����Ë�¤ �� ¢¡¦¦¡® � � ú����¡�� Ù ��¤ Ú �¡¨��
��� � ���¡¤¡¦¡�© ¡¢ ��� ��¦��§�¦��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� ��¤ ��� �¬ ����¦�Ë���¡� �¡
�®¡ �� ��� ��� ����������¡� ¥ ����¦�� ¢¡� ����� � ���¡¤� ��� ¬�������¤ �� ú����¡��
Û ��¤ Ü ���¬ ����¨�¦©¥ ��¤ É��¦¦©¥ � ¤�������¡� ��¤ �¡��¦���¡� ��� ¬�������¤ ��
ú����¡�� Ý ��¤ Þ ª
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ø� ���� �����¡� ¥ ®� ¬������ ��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� ¢��� �®¡�× ��¤ ��� � ¡��¨���¡�
¢¡� ��� ��� ¡¢ Ö�¦¦ ��×§Ø�� ¦�� ¤�¨������� �¡ ¤��¨� ��� ����������¡� ª ��  ����
 © ¤�����  ��� ��� ý�©����� ¢��� �®¡�× ¢¡� ��¬��������� ��� ����¡� ���¦ �¦���
���������� ª Ê�� �¬ ����¦�Ë���¡� �¡ �� ��� ��� ����������¡� ��¨¡¦¨ ��� �®¡ �� ���
���� �� ¬�������¤ �� ú����¡� Ú ª
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cj ∈ C

¥
®� É��� ����� ��� ��� �¦��� ¬ ¡�����¡� � ��� ¢�����¡��

pi(cj(x)|Īi)
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i

®����
cj(x)

�� ��� �¦��� ���¡ �����¤ ® ��� ��� ¨¡Ç�¦ �� �¬����¦ ¬¡����¡�
x ∈ Ω ⊂ R

3 ª Ê��� � ���¡¤ �� ��¤�¬ ��¤��� ¡¢ ��� ��� �� ¡¢ �� ���� �¡�¬������
���� �� ��� ��� ª Ê���� �¦��� ¬¡�����¡�� ��� ¬�¡¤���¤ ����� ��� �Ç¬������¡�
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x = φ(y, 1)

y = h(x, 1)

v(x, 0)

ṽ(y, 0)
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∑
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∑
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∑
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� ��� (

p̂n(cj(x)) =

(

∏N
i=1 pi(h

n
i (cj(x)))

)
1

N

∑

ck∈C

(

∏N
i=1 pi(hn

i (ck(x)))
)

1

N

Îá



¢¡� ���� �¦��� �¡� ¬¡����
cj

ª + �Ç� ¥ ����� ��� ���¡�¤ ¡�¤�� �¬¬�¡Ç �� ���¡� �¡
Ö�¦¦ ��×§Ø�� ¦�� ¤�¨������� ¥ ®� ¤�É�� ���   ¡¤© ¢¡��� ¢�����¡��

F n
i (x) =

∑

ck∈C

[

pi(hi(ck(x)))

p̂(ck(x))
− 2

]

∇pi

∣

∣

∣

T
ck(hi(x)) .

Ê��� �� ��� ¨������¡� ¡¢ ��� �¦��� ¬ ¡�����¡� ¤����� �¦����© ���� �� Ñ£����¡� Ü
® ��� ���¬ ��� �¡ ��� �����¢¡�� ���¡�

hi

ª Ê�� ¨�¦¡ ���© É�¦¤
vn

i

�� �¡� ¬���¤ ��
���� �������¡�  © �¬¬¦©��� ��� ��¨���� ¡¢ ��� ¤�ÿ�������¦ ¡¬ ����¡�

L
�¡ ���

  ¡¤© ¢¡��� ¢�����¡� ¥ � ª� ª
vn

i (x) = L−1F n
i (x)

ª Ê��� �¡�¬�����¡� �� ¬ ��¢¡�� �¤ ��
��� Ì¡����� ¤¡� ��� ÔÚÙÕ ª
Ê�� ¢¡�®��¤ ��¤ ��¨���� ���������¡� �� ¤�����  �¤ �� ¢¡¦¦¡® � ª «� ��� �

t
���

�����¢¡�� ���¡��
hi

��� ¤�����  �¤ ��

hi(x, t + δ) = hi(x, t) +

t+δ
∫

t

vi(hi(x, τ), τ)dτ

≈hi(x, t) + δvi(hi(x, t), t)

¢¡� �� �¦¦
δ

ª «� �������¡�
k

¡¢ ��� �¦�¡����� ¥ ��� �����¢¡�� ���¡��
hi

  ��¡��
��� ��¦���¡¬��� �¡�¬¡����¡��

hi = h1
i ◦ h2

i ◦ · · · ◦ hk
i

ª «� ��� �
t

��� ��¨����
�����¢¡�� ���¡��

h−1
i

��� ¤�����  �¤ ��

h−1
i (y, t)= h−1

i (y −

t−δ
∫

t

vi(y, τ)dτ, t− δ)

≈h−1
i (y − δvi(y, t), t− δ)

¢¡� �� �¦¦
δ

ª «� �������¡�
k

¡¢ ��� �¦�¡����� ¥ ��� �����¢¡�� ���¡��
h−1

i

  ��¡��
��� ��¦���¡¬��� �¡�¬¡����¡��

h−1
i = h

−1,k
i ◦ h

−1,k−1
i ◦ · · · ◦ h

−1,1
i

ª

P � 	 � 
 ��� �� � 
 � � � � � 	 Q 	 � R 	 � ���� � ����

ø� ���� �����¡� ¥ ®� ¬������ ��� �¬ ����¦�Ë���¡� ¡¢ ��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� ¬�¡ ¦��
¡¢ ú����¡� Ù �¡ ��� ¬�¡ ¦�� ¡¢ �� ��� ��� ����������¡� ��¨¡¦¨ ��� �®¡ �� ��� ���� ª
Ê��� �� ¥ ®� �¡���¤�� ��� ¬�¡ ¦�� ¡¢ É�¤��� � � �¬¬���  ��®��� �� ��� ����
Ī1

��¤
Ī2 'Ì����� Û ( ª �� ®¡�¦¤ ¦�×� �¡ É�¤ ��� � �¬¬����

f : Ω1 → Ω2

��¤
g : Ω2 → Ω1

®����
Ω1

��¤
Ω2

��� ��� �¡¡�¤����� �©���� � ¡¢ �� ��� ����
Ī1

��¤
Ī2

���¬ ����¨�¦©ª «���� ¥ ®� ����¡¤��� � ��® �¡¡�¤����� �©����
Ω

¥ ��¤�¬ ��¤���
¡¢

Ω1

��¤
Ω2

ª Ø�� �����¢¡�� ���¡��
h1

��¤
h2

� �¬
Ω

�¡
Ω1

��¤
Ω2

���¬ ����¨�¦©ª

ÎÎ



fΩ1 Ω2

Ω

Ī1 Ī2

h1 h2

g

" etvji S { � itefcjhceqb "jhp ilqjr
Ï���������¡� ¡¢ �� ��� ����

Ī1

��¤
Ī2

���¡��� ��� �� ����¤ �¡¡�¤����� �¬���
Ω

ª

ý© �¡��������¡� ¥
f = h2 ◦ h−1

1

��¤
g = h1 ◦ h−1

2

ª Ê��� ����������¡� ����¡¤ ��
��¨���� �¡�������� ��

f ◦ g = g ◦ f = e,
��� �¤�����© � �¬ ª

� ãâ ê ë� çìïëö �õëñ ç� åõ�

Ì�¡� ��� ��¦��§�¡¤�¦ �� ��� ����
Ī1

��¤
Ī2

¥ ¢¡� ���� �¦���
cj ∈ C

®� Ò ¡���¦©
����� ��� ��� ¬¡�����¡� � ��� ¢�����¡��

p1(x) = p(cj(h1(x))|Ī1)
��¤

p2(x) =
p(cj(h2(x))|Ī2)

�¦¡�� ® ��� ��� ����������¡� � �¬�
h1(x)

��¤
h2(x)

¥ ���� � �¬
��� ��¤�¬ ��¤��� �¡¡�¤����� �¬���

Ω ⊂ R
3 ¥ ���¡ ��� �¬��� ¡¢

Ī1

¥
Ω1 ⊂ R

3 ¥
��¤

Ī2

¥
Ω2 ⊂ R

3 ¥ ���¬ ����¨�¦©ª Ê��� � ���¡¤ �� ��¤�¬ ��¤��� ¡¢ ��� ��¡��� ¡¢
��� ��� �� ¡¢ �� ���� �¡� ¬������ ���� �� ��� ��� ª ù¬��� �¦ �����§�� Ò ��� ��¦��§
� ¡¤�¦ �� ��� ����������¡� �� ����� ���¤  © �� �¦��������� �������¨� �¦�¡�����
®���� �� �¡��¨���¤  © �� �Ç¬ ������¡� � �Ç�� �Ë���¡� ����¡¤ ���¤ �� ÔÙá ¥Ù ÎÕ ª
ù�� �¦�¡����� �����¦��¨�� ��� ����� ���¡� ¡¢ ��� ¬ ¡�����¡�� ���¡�����¤ ® ���
Ī1

��¤
Ī2

��¤ ��� ����� ���¡� ¡¢ ��� ����������¡� � �¬�
h1 : Ω → Ω1

��¤
h2 : Ω → Ω2

ª

« � ¤�É��¤ �� ú����¡� Ù ªÎ¥ ¢¡� ���� �¦���
cj

��� ���¡�����¤ ¤��� ¦�×�¦��¡¡¤� ¥
p(Ī{1,2}(x)|cj(x), µj , Σj)

¥ ��� � ¡¤�¦�¤ �� � �¡�� �¦ ¤����� ���¡�� ® ��� � ���� ¥
µj

¥ ��¤ �¡¨�������� ¥
Σj

ª û �¨�� ��� �����¢¡�� ���¡��
h1

��¤
h2

��¤ ��� �������
����� ����

µj

��¤
Σj

¢¡�  ¡�� �� ��� ���� ¥ ��� ¬¡�����¡�� ¡¢
Ī1

��¤
Ī2

��� ���¡§
�����¤ ® ��� ��� ��¤�¬ ��¤��� �¡¡�¤����� ¬�¡ � �¦��© � ��� ¢�����¡�

pΩ
 © �����

ý�©�� C� Ï�¦� ® ���
pΩ

�� ��� ¬��¡� ¢¡�   ¡�� ¬¡�����¡��
p1(x)

��¤
p2(x)

ª Ó�¨ ���
¤�É��¤ ��� ¬ ¡�����¡�� ¥ ��� ¬���� �����

µj

��¤
Σj

��� �¬¤���¤  © ����� �Ç¬ ����¤
¨�¦��� ª �� ��� �������¦© ��¨���������� ��� ��� ¡¢ ×����¦ ¤�����© ����� ���¡� ��
� ��¬¦���� ��� ¢¡� ��� û������� �¡¤�¦� �� ¤�����  �¤ �� ÔÚÚÕ ª

ÎÙ



� ã� ôçò ïìîõëîïåö

«� � ��¨�� �¬����¦ ¦¡ ����¡�
x ∈ Ω

¥ ��� ¤����� �¦����©   ��®��� �� ��� ����
Ī1(x)��¤

Ī2(x)
�� � ������¤  © ��� ¤����� �¦����©   ��®��� ��� ¬¡�����¡� � ��� ¢�����¡��

� ¡¤�¦��� ���� ¥
p1(x)

��¤
p2(x)

ª « � ®� ��¨� ���� �� ú����¡� Ù ªÚ ªÙ ¥ � ���� �Ë���
��� B�ÿ��© C� ¤�¨�������   ��®��� �®¡ ¬�¡ � �¦��© � ��� ¢�����¡�� ��������� ���
¦¡®��  ¡��¤ ¡� ��� ý�©�� C ¬�¡ � �¦��© ¡¢ ���¡� �� ��� �®¡§�©¬¡������ ¤�����¡�
¬�¡ ¦�� ¥ ��¤ ¥ ���� ¥ ���¤��� ��� ¬�¡ � �¦��© � ��� ¢�����¡�� � ¡�� ��¤����������§
� ¦� ª Ê��� �� ¥  ����� ���� �¦¡��� �¡������ ª Ê�� ¢¡¦¦¡® ��� ¤������� �� ���¤ �¡
¤��¨� ��� ����������¡�

D(p1(x), p2(x))= argmin
pΩ(x)

[DKL(pΩ(x)||p1(x)) + DKL(pΩ(x)||p2(x))] . 'Ý (

Ì�¡� Ñ£����¡� Ý ¥
D(p1(x), p2(x)) = D(p2(x), p1(x))

ª Ì¡� ×�¡®� �����¢¡�� �§
��¡��

h1

��¤
h2

��� ¬�¡ � �¦��© � ��� ¢�����¡� �� ��� ��¤�¬ ��¤��� �¡¡�¤�����
�©���� ¥

pΩ(x)
¥ ���� � ���� �Ë�� ��� ¤������� � ¡¨� �� ��� �¡�� �¦�Ë�¤ ��¡������

� ���

pΩ(cj(x)) =
(p1(cj(x))p2(cj(x)))

1

2

∑

ck∈C (p1(ck(x))p2(ck(x)))
1

2

.

Ê��� ¥ ��� ¤����� �¦����© � ������ ���  � �Ç¬�����¤ ®�¡¦¦© �� ���� � �¡� ��¨¡¦¨ ���
��� ��¤�¬ ��¤��� �¡¡�¤����� �©���� ª « ¢��� �� ��������� ��� �  ¡¨� �Ç¬�����¡�
¢¡�

pΩ

���¡ Ñ£����¡� Ý ®� ¡ ���� ��� ¢¡¦¦¡® ��� ¤������� �� ¬¡����¡�
x ∈ Ω

D(p1(x), p2(x)) = −2 log
∑

cj∈C

(

p1(h1(cj(x))|Ī1)p2(h2(cj(x))|Ī2)
)

1

2

.

� ��� ���� ����¦� ®� ��§® ���� ��� � ���� �Ë���¡� ¬�¡ ¦�� �����¤ �� Ñ£����¡� Î
�� ¢¡¦¦¡® �

v̂1, v̂2 =argmin
v1,v2

∫

Ω

log
∑

cj∈C

(

p1(h1(cj(x))|Ī1)p2(h2(cj(x))|Ī2)
)

1

2

dx

+

1
∫

0

∫

Ω

||Lv1(x)||2dxdt +

1
∫

0

∫

Ω

||Lv2(x)||2dxdt.
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" etvji _ { I qgvyhceqb qo ` yhff I qfcijeqjf
Ì �¨� �¦��� ¬¡�����¡�� '�¡¦���� ( ���� ® ��� ¢¡�� �¦����� '�¡® � ( ª Ê���� �� ����
�¦���¦© ��¡® ��� ¦���� �����§�� Ò ��� ¨���� �¦��©¥ ��¬ ����¦¦© �� ��� ¨�������¦��
�©���� ª

� ã� ðñ1 èçñ çöîëîïåö

« � ¤�����  �¤ �� ú����¡� Ù ªÜ ¥ ®� �¡�¬��� ��� ¨������¡� ¢¡�
h1

¡¢ ��� �¨�����
D(p1(x), p2(x))

����

∂

∂h1

1

|Ω|

∫

Ω

D(p1(x), p2(x))dx =−
1

|Ω|

∫

Ω

∑

cj∈C

(

p2(cj(x))

p1(cj(x))

)
1

2 ∇p1|
T
cj(h1(x))

∑

ck∈C (p1(ck(x))p2(ck(x)))
1

2

dx.

ø� � ��� �¦�� � ����� ��� ¨������¡� ¢¡�
h2

�� �¡�¬���¤ ª Ê�� ¨�¦¡ ���© É�¦¤�
v{1,2}�� ���� �������¡� ��� �¬¤���¤  © �¡¦¨ ��� ��� ¬�����¦ ¤ �ÿ�������¦ �£����¡�� ¥

Lv{1,2}(x, t) =
∂

∂h{1,2}

1

|Ω|

∫

Ω

D(p1(x), p2(x))dx.

a R 	 � � �� � � � � � � � ��� � � ����

Ê¡ �¨�¦���� ��� ¬ ��¢¡�� ���� ¡¢ ��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� � ���¡¤ ¥ ®� �¬¬¦��¤ ���
�¦�¡����� �¡ � ��� ¡¢ É¨� �¦��� ¬¡�����¡� � ��� ¢�����¡�� ���� ®���� ¤���¨�¤
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" etvji g { �cyhf ` qbfcjvxceqb

Ê�� �¡¬ �¡® ��¡® � ��� �¡�� �¦�Ë�¤ ��¡������ � ��� �¦��� ¬ ¡�����¡� ¤�����©
¢¡¦¦¡® ��� �� �ü �� ����������¡� ¡¢ �¦¦ É¨� �� Ò ���� ª Ê��  ¡��¡� �¡® ��¬��§
����� ��� ����� ���¤ ��¦�� �¢��� ��� É��¦ �������¡� ¡¢ ��� �¦�¡����� ª

¢�¡� � ¬¡¬�¦���¡� ¡¢ Ê Î§®������¤ ¥ Ê Ù§®������¤ ¥ ��¤ ¬�¡�¡� ¤�����© Ú÷ ÈÏ
�� ���� ¡¢  ����� ¡¢ ���¦�� �®¡§©���§¡¦¤ ���¦¤��� ¥ ��£����¤ �� ­ + Í Í��¬ �¦
Ó �¦¦ ¥ ����� �� �Ç¬������¡� � �Ç�� �Ë���¡� ����������¡� � ���¡¤ ÔÙ Î¥ÚÛÕ ª « � �
¬��¬�¡������� ���¬ ¥ ����� �� ���� ®��� �¦����¤ ����� �ü �� ����������¡� ª «�
�Ç ��¦ �¦��� ¢�¡� ���� ¤���¨�¤ �¦��� ¬ ¡�����¡� � ��� ¢�����¡� �� ��¡®� �� Ì�����
Ü ª Ê���� �� �¡����� ¦� ¨������¡�   ��®��� ����� ����¡� ��� ¥ ��¬ ����¦¦© �� ���
¨�������¦�� ����¡� ª
Ì ����� Ý ��¡® � ��� �¡�� �¦�Ë�¤ ��¡������ � ��� ¡¢ ��� É¨� �¦��� ¬ ¡�����¡� � ���
¢�����¡�� ��¤ ��� É��¦ ����� ��� ¡¢ ��� ��¦�� ª Ê�� �¡�� �¦�Ë�¤ ��¡������ � ���
��  ¦���© ����� �� �� �� h �¨�����i ¡¢ ��� ¨��©��� ��¤�¨ �¤��¦ ����¡����¡� ��� ª
û�¡����� �� �¨�¤��� ��¡��¤ ��� ¦�����¦ ¨������¦�� ��¤ ���� ���  ¡��¤��© ¡¢ ���
 ���� ª ø� ��� É��¦ ����� ��� ¡¢ ��� ��¦�� ����� ¨������¡�� ��¨�   ��� ���¡�� ¡§
¤���¤  © ��� ����§¤�� ����¡��¦ ����������¡� ª

j R 	 � � �� � � � � � � 	 Q 	 � R 	 � ���� � ����

Ê¡ �¨�¦���� ��� �� ��� ��� ����������¡� ����¡¤ ¥ ®� ¤�É��¤ � �¡¦¦����¡� ¡¢ �� §
��� ���� ¡¢ ���������� �¡�¬¦�Ç ��©ª Ì¡� ���� �� ��� �� Ò ��� ¥ ��� �� ��� ���� ®���
������¤ ����� Ú÷ ���¦�� �� ���� ¢�¡� � ¬¡¬�¦���¡� ¡¢ ¢¡�� �� ����� �¡¤�¦����� �
È Ï« ¥ Ê Î§ÌØ«úÓ È Ï ¥ Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ÈÏ ¥ ��¤ ÊÙ ÈÏ ª Ê�� �¡�¬¡����¡�
¡¢ ����� �� ��� ���� �� ¤�����  �¤ �� ú����¡� Ü ªÙ ªÎª Ê�� ��¤�¨ �¤��¦ È Ï �� ����
®��� ��£����¤ �� ­ + Í Í��¬�¦ Ó �¦¦ ����� � ú��� ��� ���¤§¡�¦© ÚÊ��¦� �©�§
��� '«¦¦���� ¥ ú��� ��� È�¤���¦ ú©���� � ø�� ª( ��¤ � ú��� ��� ÎªÜÊ��¦� �©����

'ú¡���� ¥ ú��� ��� È�¤���¦ ú©���� � ø�� ª( ® ��� � ���¤ �¡�¦ ª ø� ����� ¬��������� ¥
ÊÏ kÊÑ kÊÓ k��§¬¦��� ���¡¦���¡� ¥ ¢¡� ��� Ê Î ��¤ ÊÙ �� ��� ��£������¡�� ���

ÎÜ



�� ¢¡¦¦¡® � ¥ ÎÜ� ��� k Þ� ��� k Î�� k
1 × 1 mm2 ��¤ ÞÞÚá� ��� kßá� ��� k Î�� k

1×
1 mm2 ���¬ ����¨�¦©ª «¤¤���¡��¦¦©¥ � Ú÷ ��� �§¡¢§þ ���� È Ï« ��£����� ®�� ��§
£����¤ ª l�¦¡ ���© �¡�¬������¡� �¦¡��  ¡�� ¢��£����© ��¤ ¬���� ���¡¤��� ¤�§
�����¡� ®�� ���¤ �¡ � �Ç�� �Ë� �����¦ ¤�§¬������ ��¤���¤  © ��� þ¡® ��� �¬��� ª «
� ������Ë���¡� �����¢�� ¬�¦�� ®�� ���¤ �¡ ��¬¬���� �����¦ ¢�¡�  ���� ¬������©� �
®��¦� � ���������� �����¦ ¢�¡� þ¡® ��� �¬��� ª Ê�� ��£����¤ �¬����¦ ���¡¦���¡�
¢¡� ��� È Ï« �� ���� ®��

0.5134 × 0.5134 × 0.78 mm3 ��¤
1 × 1 × 1 mm3 ¢¡�

��� Ê Î ��¤ ÊÙ �� ���� ª Ê�� ÈÏ« �� ���� ®��� �����¬¦�¤ �¡ ���
1×1×1 mm3���¡¦���¡� ª

O ãâ % ëîë D õç1 õå.çììïöò

Ê�� ������ �Ç����¡� �¡ ���  ���� ®�� ��� ¡¨�¤ ����� � � ��× ��������¤  © �  ����
���� ������¡� �¡¡¦  ���¤ ¡� ��� ����������¦ �¦����É����¡� ����¡¤ ¤�����  �¤ ��
ÔÚÚÕ ª Ê�� ��¡� ����� ¬��¡� ���¤ �¡ ������¦�Ë� ��� �¦�¡����� ®�� �¦�¡ ¬�¡¤���¤
����� ���� �¡¡¦ ª È �¤§�Ç ��¦ ¥ � �¤§�¡�¡��¦ ¥ ��¤ � �¤§�������¦ �¦��� ¨ ��® � ¢¡� �� §
Ò ���� ¡�� ��¤ �®¡ ��� ¬�������¤ �� Ì������ Þ ��¤ ß ���¬ ����¨�¦©ª Ê���� ¢¡��
� ¡¤�¦����� ¬�¡¨�¤� �¡� ¬¦�� �����© ��¢¡�� ���¡� ª Ì¡� �Ç�� ¬¦� ¥ ��� Ê Î§ÌØ«úÓ
��¤ Ê Î§ÈÐÏ«ûÑ �� ���� ��¨� �¡������ ¤�ÿ������� ��¤ ��� È Ï« �� ���� �Ç§
�� �� � ������ ��¢¡�� ���¡� ¤�� �¡ ���© � ����� k®���� � ����� ®��� ¡�� ��¤ �Ç ��¦
�¦�  �ÿ��� ª ø� ����� �Ç�� ¬¦�� ¥ ��� ��� ¡¢ ���������¦ �¦����� �� ��×�� �¡   �

C = {c1 = grey matter, c2 = white matter, c3 = cerebrospinal fluid, c4 =
other}

ª

O ã� ôçò ïìîõëîïåö E F 1 çõïñ çöîì

Ê¡ �¨�¦���� ���� �� ��� ��� ����������¡� ¢��� �®¡�× ¥ ®� É��� ����� ���¤ �����¢¡�§
� ���¡�� ¥

f1
��¤

g1
¥ ��¦����� ��� �¡¡�¤����� �¬���� ¡¢ �� Ò ��� ¡�� ��¤ �� Ò ���

�®¡  © �¬¬¦©��� ¡�� � ���¡¤ �¡ � �¡�¡§�¡¤�¦ ����������¡� ª Ê���� �®¡ �����§
¢¡�� ���¡�� ®��� ���� ���¤ �� h ��¡��¤ ����� i ¢¡� ��� ¬��¬¡�� ¡¢ �¨�¦������ ��
����������¦© �¡�¬¦�Ç �¡¦¦����¡� ¡¢ �� ��� ��� ����������¡�� ª m ���������¨� ���¦§
©��� ¡¢ ����� ����¦�� ��¨¡¦¨�� �¡�¬����� ��� ��¨����§�¡��������© ���¡� ª

O ã� ãâ ó çîéí1
�� ¬��¢¡�� �¤ ��� ¢¡¦¦¡® ��� ����� ����������¡� �Ç¬���� ����

'Î( È¡�¡§� ¡¤�¦k È¡�¡§�¡¤�¦ '�¡�� ¡� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ« úÓ ¡¢ �� Ò ��� ¡��
��¤

Ī2 =
Ê Î§ÌØ« úÓ ¡¢ �� Ò ��� �®¡ ª
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È�¤§«Ç��¦ È �¤§Í¡�¡��¦ È �¤§ú������¦
" etvji x { yvsw ixc z bi

'Ù ( È¡�¡§� ¡¤�¦k È¡�¡§�¡¤�¦ '�����¦¦© �Ç�¦���¨� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ« úÓ ¡¢ �� §
Ò ��� ¡�� ��¤

Ī2 =
ÊÙ ¡¢ ��� �� Ò ��� �®¡ ª

'Ú ( ý�§� ¡¤�¦k ý�§� ¡¤�¦ '¢� ¦¦© �¡� �¡� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ« úÓ ��¤ ÊÙ ¡¢ �� Ò ���
¡�� ��¤

Ī2 =
Ê Î§ÌØ« úÓ ��¤ ÊÙ ¡¢ �� Ò ��� �®¡ ª

'Û ( ý�§� ¡¤�¦k ý�§� ¡¤�¦ '����¦� �¡�� ¡� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ«úÓ ��¤ ÊÙ ¡¢ �� Ò ���
¡�� ��¤

Ī2 =
Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ��¤ ÊÙ ¡¢ �� Ò ��� �®¡ ª

'Ü ( ý�§� ¡¤�¦k ý�§� ¡¤�¦ '�����¦¦© �Ç�¦���¨� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ«úÓ ��¤ ÊÙ ¡¢ �� §
Ò ��� ¡�� ��¤

Ī2 =
Ê Î§ÈÐÏ«ûÑ ��¤ È Ï« ¡¢ �� Ò ��� �®¡ ª

'Ý ( ý�§� ¡¤�¦k È¡�¡§�¡¤�¦ '�����¦¦© �Ç�¦���¨� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ« úÓ ��¤ ÊÙ ¡¢
�� Ò ��� ¡�� ��¤

Ī2 =
ÈÏ« ¡¢ �� Ò ��� �®¡ ª

'Þ ( Ê��§�¡¤�¦kÊ��§�¡¤�¦ '¢� ¦¦© �¡�� ¡� ( �
Ī1 =

Ê Î§ÌØ« úÓ ¥ Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ¥
��¤ ÊÙ ¡¢ �� Ò ��� ¡�� ��¤

Ī2 =
Ê Î§ÌØ«úÓ ¥ Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ¥ ��¤ ÊÙ ¡¢

�� Ò ��� �®¡ ª
'ß ( m ��¤§�¡¤�¦k m ��¤§�¡¤�¦ '¢� ¦¦ �¡�� ¡� ( �

Ī1 =
Ê Î§ÌØ« úÓ ¥ Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ¥

ÊÙ ¥ ��¤ ÈÏ« ¡¢ �� Ò ��� ¡�� ��¤
Ī2 =

Ê Î§ÌØ«úÓ ¥ Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ¥ ÊÙ ¥
��¤ È Ï« ¡¢ �� Ò ��� �®¡ ª

Ì�¡� ���� ¡¢ ����� �Ç¬ ���� ���� ¥ �����¢¡�� ���¡��
fi

��¤
gi

��� ¡ �����¤ ª Ê��
É��� �Ç¬ ���� ��� ¬�¡¨�¤�� ��� h ��¡��¤ ����� i �����¢¡�� ���¡�� ¥

f1

��¤
g2

ª Ê��
Ê Î§ÌØ«úÓ � ¡¤�¦��© ®�� ��¡��� ¢¡� ��� É��� �Ç¬ ���� ��� ¤�� �¡ ��� ��¦���¨�¦©
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�¡¡¤ ®���� � ����� k���© � ����� �¡������ ª

O ã� ã� ê ïéä åæëè| ê ïéä åæëè ;ñíîíëè è� çF .èíìï� ç= ôçò ïìîõëîïåö

Ì¡� ��� ¬��¬¡��� ¡¢  ��¨��© ®� ¬������ £��¦�����¨� ����¦�� ¢¡� ��� � ¡�� �����§
������ ¡¢ ����� �Ç¬���� ���� ¥ ���  �§�¡¤�¦k �§� ¡¤�¦ �����¦¦© �Ç�¦���¨� ���§
�������¡� ª ø� ���� �Ç¬ ���� ��� ¥

Ī1

��¬������� ��� Ê Î§ÌØ«úÓ ��¤ ÊÙ �� ����
��£����¤ ¢�¡� �� Ò ��� ¡�� ��¤

Ī2

��¬������� ��� Ê Î§È ÐÏ«ûÑ ��¤ È Ï« �� §
���� ��£����¤ ¢�¡� �� Ò ��� �®¡ ª Ê�� ����� ���¤ ¢¡�®��¤ ¥

f
¥ ��¤ ��¨���� ¥

g
¥

�����¢¡�� ���¡�� ��� ¤�¬����¤ ¥ �� ����� ¡���¡�¡��¦ ¨ ��® � ¥ �� Ì������ à ��¤ Îá
���¬ ����¨�¦©ª ø� Ì����� ÎÎ¥ � £��¦�����¨� ������� ��� ¡¢ ��� ����������¡� ���  �
� �¤�  © �Ç�� ����� �Ç ��¦ �¦���� ¡¢

Ī1
��¤

Ī2
�� ������� ¤����¦ ���¡��� � ����×��§

  ¡��¤ ¬������ ª Ê�� � ��� ����  ��®��� ��� �� ��� ���� �� �¦���¦© �¨�¤��� �� ���
�¡¬ �¡® ¡¢ ��� É���� ª Ê�� ���¡�¤ ��¤ ����¤ �¡® � �¦¦������� ��� �ÿ����¨�����
¡¢ ��� ����������¡� ��¤�� ��� ����� ��� ¢¡�®��¤ ��¤ ��¨���� �����¢¡�� ���¡��
���¬ ����¨�¦©ª

Îß



Ê Î§ÌØ«úÓ ÊÙ Ê Î§ÌØ« úÓ ÊÙ Ê Î§ÌØ« úÓ ÊÙ

Ê Î§È ÐÏ«ûÑ È Ï« Ê Î§È ÐÏ«ûÑ È Ï« Ê Î§ÈÐÏ«ûÑ ÈÏ«
" etvji } { "qjlhjz � hggebt

Ê�� �¡¬ �¡® ��¡® � � �¤§�Ç ��¦ ¥ � �¤§�¡�¡��¦ ¥ ��¤ � �¤§�������¦ ¨ ��® � ¡¢ �� ���
���

Ī1
��¤ ���  ¡��¡� �¡® ��¡® � ��� ���� ¨��® � ¢¡� ��� ¤�¢¡�� �¤ �� ���

���
Ī2 ◦ f

ª

Ê Î§È ÐÏ«ûÑ È Ï« Ê Î§È ÐÏ«ûÑ È Ï« Ê Î§ÈÐÏ«ûÑ ÈÏ«

Ê Î§ÌØ«úÓ ÊÙ Ê Î§ÌØ« úÓ ÊÙ Ê Î§ÌØ« úÓ ÊÙ
" etvji # ~ { ab�ijfi � hggebt

Ê�� �¡¬ �¡® ��¡® � � �¤§�Ç ��¦ ¥ � �¤§�¡�¡��¦ ¥ ��¤ � �¤§�������¦ ¨ ��® � ¡¢ �� ���
���

Ī2

��¤ ���  ¡��¡� �¡® ��¡® � ��� ���� ¨��® � ¢¡� ��� ¤�¢¡�� �¤ �� ���
���

Ī1 ◦ g
ª

O ã� ã� ðö � çõì çé � åöìïìîçö . �
�� ���¤ ���

L2

¤�ÿ������ �¡�� ¥
||f1(gi(x))−x||2

¥ �¡ �¨�¦���� ��¨����§�¡��������©
  ��®��� ���� �Ç¬ ���� ��� ¥

i
¥ ��¤ ��� É��� �Ç¬ ���� ��� ¢¡� ���� �¬����¦ ¦¡ ����¡�

x ∈ Ω
ª Ì¡� ��� �����¦ ��� �¦��© ����� ��¨����§�¡��������© ���¡�� ®��� �¡�¬���¤

¨�� ��¦���¡¬��� �¡� ¬¡����¡�� �� ¤�����  �¤ �� ú����¡� Ù ªÜ ª ù¨�� �¦¦ ����� �Ç§
¬ ���� ���� ¥ ��� � �Ç���� �¡� ¬���¤ ��¨���� �¡��������© ���¡� ®��

3.12× 10−4¨¡Ç�¦� ® ��� �� �¨����� ¡¢
5.04 × 10−5 ¨¡Ç�¦� ª

� / �� �� � � ���

Ê�� ��¦��§� ¡¤�¦ �� ��� ��� ����������¡� �� ¬�������¤ ���� � ����   � ¬ ¡������¦¦©
�����É���� �� ¨���¡�� �¬¬¦�����¡�� ®���� ��¦© ¡� ��� �������� ��� ¡¢ �� ��� ���� ª

Îà



" etvji # # { � vhyechce�i � ffiffp ibc
Ê�� �¡¬ �¡® ��¡® � � ����×��  ¡��¤  ¦��¤��� ¡¢ �� �Ç ��¦ �¦��� ¡¢ ��� �� ���
����

Ī1

��¤
Ī2

ª Ê�� � �¤¤¦� �¡® ��¡® � �  ¦��¤���   ��®���
Ī1

��¤
Ī2 ◦ f

¥ ���
¢¡�®��¤ � �¬¬��� ��¤ ���   ¡��¡� �¡® �  ¦��¤���  ��®���

Ī2

��¤
Ī1 ◦ g

¥ ���
��¨���� � �¬¬��� ª Ê�� ¦�¢� �¡¦��� �� �¡� ¬¡��¤ ¡¢ ��� Ê Î§ÌØ« úÓ ¡¢

Ī1
��¤

��� È Ï« ¡¢
Ī2

��¤ ��� ����� �¡¦��� �� �¡� ¬¡��¤ ¡¢ ��� Ê Ù ¡¢
Ī1

��¤ ��� Ê Î§
È ÐÏ«ûÑ ¡¢

Ī2
ª Ê�� ����������¡� ��� ���¡� �¡¤���¤ ��� ¦¡ ��¦ ¨���� �¦��©

  ��®��� ��� �®¡ �� ��� ���� ¥ ��¬ ����¦¦© �� ��� �¡�����¦ ����¡� ¥ � ª� ª ¬ ¡��� h « i ¥
��¤ �� ��� ¨�������¦�� ����¡� ¥ � ª� ª ¬ ¡��� h ý i ª

Ùá



Ì¡� �Ç��¬¦� ¥ ��¦��§�¡¤�¦ �� ����� �� ����¤��¤ �� ��� �� ����� ¡¢ ¬���¡¦¡����
���� �� ��� ¡�� ��¤ ¦���¡�� ª Ï���������¡�  ��®��� �� ���� ¬��������� ¬���¡¦¡�©
��¤ �� ���� ¡¢ ���¦��© �� Ò ���� �� � ���¦¦������ ���× ����� �¬���§¡���¬©���
¦���¡�� ��¨� �¡   � ������¤ ¤�ÿ�����¦© ¢�¡� ��É ¦������� ¦���¡�� ª ú¬ ���É��¦¦©¥ ���
����������¡� ���¤� �¡ ���¡� �¡¤���  ¡�� ¦¡��¦ �¬����¦ ¤�¢¡�� ���¡� ��¤ ¦¡��¦
������ ¡¢ �� ��� ��������©ª ÑÇ ������ ����������¡� � ���¡¤ ��¨¡¦¨ ��� ���¦�� �� ����
 ���¤ ¡� �� ���  ��������� ¤¡ �¡� ���¡�� ¡¤��� ¬���¡¦¡���� ª ø� ��� ¢¡�� ���¡�
¡¢ ��� �¦��� ¬¡�����¡�� ¥ ®� ��� �Ç¬¦����¦© ������ �¦����� �¡ ��� ¨���¡�� ���¦��©
��¤ ¬���¡¦¡����¦ ������� ª Ê��� �¦¦¡® � �� �¡ ¬¡������¦¦© �¡¤�¦ ���   ���¨�¡�� ¡¢
��� ¤�ÿ����� ������� ¤����� ��� ����������¡� ¬�¡���� ª
«�¡���� ¬¡������¦ �¬¬¦�����¡� ¢¡� ���� � ���¡¤ �� ��� ����������¡� ¡¢ �� ���� ��§
£����¤ ¢�¡� �������� ¡¢ ¤�ÿ����� É�¦¤§�������� ª ø� ��� ��� ����������¡� ���¡��
¤�ÿ����� ��������   ��¡��� �� ����������¦© ��¬¡����� �¡�¬¡���� �� ��¦��§
������ ���¤��� ª Ì¡� �Ç��¬¦� ¥ �� ���¤��� ¡¢ ¤�¨�¦¡¬�����¦ ������� �¡¨�����
��¦��¬¦� ©���� ¥ ��¤ �� ¢¡¦¦¡®§�¬ ���¤��� ¡¢ ¤������� ® ��� ������ ¡¢ �������
�����¡¦¡�©ª ø� ���� ��£����¤ ¢�¡� ¤�ÿ����� �������� ¬¡������¦¦© ��¨� ¤�ÿ�����
�¡������� ��¤ ¤�ÿ����� �¬����¦ ¤ ���¡���¡�� ª ù�� ��® � ���¡¤ � �© ��¦¬ �¤¤����
����� ¬�¡ ¦�� � �� ��� ����������¡� ®¡�¦¤  �  ���¤ ¡� ��¤��¦© ��� ����¡� ���¦
���������� ������ ���� ���¬¦© �� ��� ����������� ª

� � ��� �� � ���

ø� ��� ��� ����������¡� �� � ������¦�Ë���¡� ¡¢ ¬���§® ��� ���¦�� �� ��� ����������¡�
®���� ���� �� ��� ��� �� �¡�¬¡��¤ ¡¢ �� �� �����© ��� �� ¡¢ ���¦�� �� ���� ª
ø� ���� ¬�¬�� ¥ ®� ��¨� ¬�������¤ � �¡¨�¦ � ���¡¤ ¢¡� ��¦��§� ¡¤�¦ �� ��� ���
����������¡� ��¤ ��¦��§�¦��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� ª Ê�� ����¡¤ �� �¡¤�¦§ ���¤ ��¤
É�¤� �¡����¬¡�¤�����   ��®��� ��¤��¦© ��� �¦��� ���������� ����� ¬ ¡�����¡� � ���
¢�����¡�� ª �� ��� Ö�¦¦ ��×§Ø�� ¦�� ¤�¨������� ¡� ��� �¬��� ¡¢ ¬ ¡�����¡�� ��
��� � ���� �Ë���¡� ¡¢ ���� ¤������� � �Ç�� �Ë�� ý�©�� ¬�¡ � �¦��© ¡¢ ���¡� ��¤ ¥
����� ¥ ��¤����������� �¦��©   ��®��� �®¡ ¬¡�����¡�� ª Ê��� � ���¡¤ �Ç���¤� �¡ ���
¬�¡ ¦�� ¡¢ ��¦��§�¦��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� ¨�� �¡� ¬����� �� ��������� ¥ ��¤ ����� ¥
�� ����¤ ¥ � ��� ª Ê�� ����¡¤����¡� ¡¢ ���� �� ����¤ ���� � �×�� ���� ��������§
��¡� �¬¬�¡��� ����������¦¦© ��¨����§�¡�������� ª �� ��¨� ¬�������¤ ����¦�� ¥ ¢¡�
�� ��� ��� �¡�É������¡�� ¡¢ ¨��©��� �¡� ¬¦�Ç ��©¥ ®���� ������� ���� ���� � ���¡¤
¬�¡¤���� �� ��� ��� ����������¡�� ® ��� ¦¡® ��¨����§�¡��������© ���¡� ª

� � �� ��� � 	 � � � 	 �� �

Ê�� ����¡�� ®¡�¦¤ ¦�×� �¡ ����× È ������� B¡� ��� ¢¡� ¬�¡¤����� ��� �¦���
¬ ¡�����¡� � ��� ¢�����¡�� ���¤ �� ��� ��¦�� ¢¡�� ���¡� ��¤ ÷� ª È ��× Ì¡�×�©

ÙÎ



¢¡� �������¢� ¦ ¤ �������¡�� ª Ê��� ®¡�× ®�� ��¬¬¡���¤  © + øýøý§ + øÓ ����� ÏáÎ
ÑýáááÙÎà ¥ + øÓ§ÓØý ����� ÏáÎ ÓØÝàßáß ¥ ÷ù÷ Ð�¡����� Í����� Ï�������
Ð�¡���� ÷«È ÷ ÎÞ§áÚ§ Î§á ÎÚÛ ¥ + øÈ Ó ����� È ÓáÝÛÜßá Ø¡�����¤���¦ È Ïø ú��¤©
¡¢ ý���� ÷�¨�¦¡¬� ��� �� Ì����¦� � ¥ ��¤ ��� + ÷ÏÍ ª

R 	 � 	 � 	 �� 	 �

� # � � { � ijp qfeyyq k *hjehceqbhy p icdqzf oqj pvycep qzhy ep hti p hcxdebt k I d {K {
cdifef k � be�ijfeci zi � exi u yqgdeh �bceg qyef �� hn ) ~ ~ ) � {

�) � J { K ��tqfcebq k " { � hif k K { *hbzijp ivyib k I { yvicibf k �b eboqjp hceqb cdiqjicex
hggjqhxd oqj bqbujetez ep hti jitefcjhceqb vfebt �q|iy xyhff gjqshseyeceif k eb �
abcijbhceqbhy � qjrfdqg qb meqp izexhy ap hti �itefcjhceqb �� ma� � k *qy { ) x # x qo
�ixcvji � qcif eb ` qpgvcij yxeibxi �� � ` y � k ygjebtiju*ijyht k ) ~ ~ H k gg { # ) ) � # H # {

�H � J { K ��tqfcebq k " { � hif k K { *hbzijp ivyib k I { yvicibf k � �efxqvf � vez p qziy
oqj pvycep qzhy bqbujetez ep hti jitefcjhceqb vfebt pvcvhy eboqjp hceqb k � izexhy
ap hti �bhynfef ��iza� � x �S � � ) ~ ~ H � _ g _ � _ x _ {

�S � � {u� { ` dhb k � { ` { y { ` dvbt k y { ` { � { �v k � { � qjshfd k � { � { � { a a a k � vyceu
p qzhy ep hti jitefcjhceqb sn p ebep e�ebt �vyyshxru�iesyij zefchbxi s icliib
i|g ixciz hbz qsfij�iz w qebc xyhff defcqtjhp f k eb � I jqxiizebtf qo aJ J J ` qpgvcij

* efeqb hbz I hccijb �ixqtbeceqb � ` * I � � k *qy { ) k aJ J J k ) ~ ~ H k gg { _ x ~ � _ x g {
�_ � K { �vixrijc k ` { � hnif k ` { ycvzdqyp i k I { yvppijf k � { �ihxd k K { � { � hlrif k� qbujetez jitefcjhceqb qo sjihfc �� ep htif vfebt pvcvhy eboqjp hceqb k eb �

I jqxiizebtf qo � izexhy ap hti ` qpgvcebt hbz ` qpgvciju� ffefciz abcij�ibceqb
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