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DAVID HOWARD EBERLY. Geometric Methods for Analysis of Ridges in N{Dimensional Images (Under the direction of Stephen M. Pizer.)AbstractImage segmentation is a process which identi�es and labels objects in an image. The goalsof this dissertation are to produce an algorithm for segmenting an image in the way thata front-end vision system does, using the local geometry induced by the intensity values ofthe image, to create multiscale representations of the objects that allow exploration of thedetails of the image via an interactive computer system, and to provide a formal geometricfoundation for multiscale image analysis. The geometric concept of ridges is discussed.These structures are used to describe the shape properties of objects in an image. Variousde�nitions are given for d- dimensional ridge structures of n-dimensional images. Ridgesare used in conjunction with multiscale methods to segment an image. The output of thesegmentation is a single tree and the objects in the image are represented as unions anddi�erences of subtrees. The tree and image are used as input to a visualization tool whichallows the user to explore the image interactively. A formal foundation for multiscale analysisis given which involves non- Euclidean geometry. Metric selection for scale space is naturallyrelated to invariances required for a particular application. The anisotropic di�usion processfor generating multiscale data is automatically determined by the metric. Moreover, themetric is used as an aid in developing fast, stable, and adaptive numerical algorithms forsolving the nonlinear di�usion equations. This geometric foundation for multiscale analysisprovides a natural set of tools for extracting information about objects in an image.iii



Acknowledgements. I wish to thank my advisor Stephen Pizer and committee memberJames Coggins for carefully reading the entire dissertation and for giving helpful suggestions.I also wish to thankmy other committeemembers, Robert Gardner, David Beard, and DineshManocha, for carefully reading portions of the dissertation. Many of the ideas presented inthis dissertation were clari�ed through discussions with my colleagues Ross Whitaker, BryanMorse, and Dan Fritsch. Thanks also go to Charles Kurak, Terry Yoo, and John Rhoadesfor listening to my ramblings and pointing out where my ideas needed improvement. Clearlythe intellectual environment in our research group was an asset in helping me prepare thetheoretical concepts of my dissertation. But just as important was the fantastic computerenvironment provided by the Facilities group headed by Bill Howell; the implementation ofthe theoretical concepts as computer programs certainly was made easier for me by Facilitiessupport. The computer environment in the Computer Science Department is the best runand most reliable environment I have ever had the pleasure to work in. Finally, I wish tothank the funding agencies that supported me �nancially. Professor Stephen Pizer providedmy regular salary through National Institutes of Health grant NIH P01{CA{47982. TheNational Science Foundation was kind enough to let me carry over a grant from my previousuniversity. Grant NSF DMS{9003037 provided a summer salary for my �rst year in the UNCprogram.
iv



Contents1 Introduction 11.1 The Need for Ridges in Image Analysis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21.2 Object Construction via Multiscale Methods : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51.3 Scale Space: A Foundation for Image Analysis : : : : : : : : : : : : : : : : : 62 Ridge De�nitions 82.1 Ridge De�nitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82.2 Directional Derivatives : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 122.3 Height De�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152.3.1 Extreme Points : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152.3.2 Relative Extreme Points : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152.3.3 Crease De�nitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 162.3.4 Examples : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 172.3.5 Invariance Properties : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 192.4 Principal Direction De�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 202.4.1 Creases on Graphs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 222.4.2 Creases on Level Surfaces : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 232.4.3 Graph Examples : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 232.4.4 Level Surface Example : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 262.4.5 Invariance Properties : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 272.5 Level De�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 272.5.1 Creases on Level Surfaces : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27v



2.5.2 1{Dimensional Creases from Mean Curvature : : : : : : : : : : : : : : 292.5.3 Invariance Properties : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 312.6 Nonmetric De�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 322.6.1 General Dimensions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 322.6.2 Invariance Properties : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 342.7 Experiments on Images : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 342.8 Discussion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 363 Ridge Flow Segmentation 373.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 373.2 Ridge Flow Models : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 423.2.1 Height Ridges : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 433.2.2 Flow Regions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 443.3 Ridge{Valley Flow Models : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 463.4 Image Hierarchy : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 493.5 Object De�nition and Visualization : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 523.6 Discussion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 674 The Geometry of Scale Space 684.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 684.2 The Structure of Scale Space : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 714.2.1 Metric Tensor : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 714.2.2 Christo�el Symbols and Covariant Derivatives : : : : : : : : : : : : : 724.2.3 Riemann Tensor and Curvature : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 744.2.4 Isometries : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 744.3 Measurements in Scale Space : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 754.3.1 Gradient and Hessian : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 754.3.2 Curves : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 764.3.3 Geodesics : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 774.3.4 Distance Between Points : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 784.3.5 Volume Integrals, Hyperspheres : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80vi



4.3.6 Curvature of Surfaces : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 814.4 Ridges in Scale Space : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 844.4.1 Height Ridges : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 854.4.2 Principal Direction Ridges : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 894.4.3 Level Ridges : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 914.4.4 Invariance Properties : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 914.5 Anisotropic Di�usion as a Consequence of the Metric : : : : : : : : : : : : : : 924.5.1 Linear Di�usion in Euclidean Space : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 924.5.2 Linear Di�usion in Non{Euclidean Space : : : : : : : : : : : : : : : : 934.5.3 Anisotropic Di�usion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 954.6 Discussion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 985 Numerical Issues 1015.1 Finite Di�erences : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1025.1.1 Derivatives of Univariate Functions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1025.1.2 Derivatives of Multivariate Functions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1055.2 Gaussian Blurring : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1065.2.1 An Approximation to Di�usion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1075.2.2 Stability of the Method : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1095.2.3 Bounds on Approximation Error : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1105.2.4 Timing : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1115.3 Solving Eigensystems : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1125.3.1 Eigenstu� for A~v = �~v : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1125.3.2 Symbolic Tridiagonalization : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1165.3.3 Eigenstu� for A~v = �B~v : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1235.4 Skeletons of Objects : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1245.4.1 Distance Transforms : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1255.4.2 Component Labeling : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1275.4.3 Thinning Algorithm : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 130vii



6 Summary 1386.1 Ridges : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1386.2 Object Construction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1406.3 Scale Space : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1416.4 Future Research : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 142Bibliography 144

viii



List of Figures1.1 Illustration of objects in an image : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11.2 Edges as ridges of the magnitude of gradient of intensity : : : : : : : : : : : : 31.3 Binary object and medial axis, graph of distance function : : : : : : : : : : : 41.4 MR image and graph of its intensity values : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42.1 Height ridges of x2y : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 182.2 Graphs of f(x) = x2 and f(x) = x4 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 242.3 Principal direction ridges of x2y : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 252.4 Level ridges of x2y : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 292.5 Nonmetric ridges of x2y : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 342.6 Ridges of MR head image : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 353.1 MR image, MR intensity surface, and ridges of intensity : : : : : : : : : : : : 423.2 Ridge segmentation of gray scale image : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 473.3 Comparison of 
ow regions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 483.4 Hierarchy for an image : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 513.5 Hierarchy traversal and coloring : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 533.6 More hierarchy traversal and coloring : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 543.7 Visualization of hierarchy subtrees (ridge 
ow) : : : : : : : : : : : : : : : : : 553.8 Visualization of hierarchy subtrees (ridge{valley 
ow) : : : : : : : : : : : : : 573.9 Magic Crayon Interface with 3D head image : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 583.10 Colored regions after brain stem partially colored : : : : : : : : : : : : : : : : 593.11 Regions after add{more{all 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 603.12 Regions after add{more{all 2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61ix



3.13 Regions after add{more{all 3 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 623.14 Regions after add{more{all 4 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 633.15 Regions after add{more{all 5 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 643.16 Slices 12{15 after add{more{all 5 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 653.17 Slices 4{7 after add{more{all 5 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 664.1 Geodesic coordinate axes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 784.2 Geodesics as shortest paths : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 794.3 Objects to be registered : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 985.1 Illustration of component labeling : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1285.2 Original image, marked image after pass 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1335.3 Trimmed image (not reset) after pass 3, marked image after pass 2 : : : : : : 1355.4 Trimmed image (not reset) after pass 2, marked image after pass 3 : : : : : : 1355.5 Trimmed image (not reset) after pass 3, marked image after pass 4 : : : : : : 1365.6 Trimmed image (not reset) after pass 4, result of �rst trimming : : : : : : : : 1365.7 Result of �rst trimming, positive measure pixels removed : : : : : : : : : : : 137

x



List of Tables5.1 Timing for numeric versus symbolic tridiagonalization : : : : : : : : : : : : : 117

xi


