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Chapter 1 
 

INTRODUCTION 
 

 

Normality is a myth 

there never was, and never will, be a normal distribution. 

        - Geary, 1947 

 

If the clusters are compact and isolated, 

almost any representation will work. 

        - Coggins, 1996 

 

 

1.1. Statistical Pattern Recognition 

 

 Most scientists encounter problems which involve statistical analysis.   What populations 

are present in my data?   How do these populations differ?   Have I collected enough data?   From 

which population did this sample originate?   In pattern recognition systems, samples are used to 

form models of their source populations.   This dissertation introduces a novel technique for 

consistently and accurately forming those models.   Questions such as those above are answered 

using measurements derived from such  models. [Duda and Hart 1973; Schalkoff 1992] 

 Two types of pattern recognition systems are clusterers and classifiers.   They are 

distinguished by whether the training samples used for determining their parameters are 

required to have labels. 

 Clusterers do not use labels during the formation of their models.   Clusterers attempt to 

partition a set of training samples into groups (i.e., clusters) of similar samples.   Each cluster is 

then assigned a unique label, or the labeled samples in each cluster vote to determine an 

appropriate cluster label. 
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������������	
���������� ��������� ������������������ ����� ��� ����������� ��� ������������� !��������"#��$� ��%&���'����� ���(�����)��*'�����'�

+ * + ����������*'��,.-/������0����"#����1�����0���2�3����� + ���4 �1� ��	
� ���5���'�0��*6� ��� + �������0�������1*7	8�����1*'9:� + * + ����������*'��4 �
�0*7%&���,;-/������%&�����������������*'�6�����0��� ��� <(�'*'���'��=���%)9>��� �>� ���8%&�5 !���* + �0�5���?*7	 + * + ����������*'�>�0*7%&�����	
*7�@�����
� �>�'����������	
�������,

AB����� + ���)�������C� �����������'�)*7	EDF�0�����������0�5������*'"#����� ���%(	
��*7�B���C*'"@G���'��,HAI����� + ���J�'� + � ������
� ���8K�	
���� �������LM*7	����>*'"@G���'�?����%N�0� + ��� �����?*'"@G���'�?��*O� + *7� ���?� �>���:D -

%&���0�5������*'�����7K�	
���� �����8� + ���'�, L
A + * + ����������*'�P���8�Q��*'�����'�O*7���'������@*7�=<C*7���'�������8	
��*7�R9:�������P*'"@G���'���2*7�����@� �������,IST��������0��"#� <@U

�5 !��=<V*'"@G���'��������*7�'�������%39>��� �;� + * + ����������*'�W9>�����!���������X�N�����*7	������������O� �����������������������'������ Y��%0"@<H� ���

me
����������0�5�����?�����%N��*O%&�	
� ���8� ���8����� + �����,

Z *7�>�����������������'��� + ��������=�[����'*7�\��������*'�?UN����� + ����6�����]�0����� + ���������%^���� !��'��*7���6*7	JD.������%&*7�
 !��������"#�����,R_1������������*'���8���0*'���N����� + ����8	
��*7�`� ���������0� + * + ����������*'�a������� ��%&���'�����  !��*7	7��*7����������%&bT*7���
�����'c�*7	��'*7������ + *'��%&�5���'�M"#�� 9>��5��� �����0�����������0�5����������%a� �����'*7�0�0*'��������������,d-/������ !�����������'�:����%
� ���M�'*7�������������*'����� �6� ���M�0�����������0�5������%&�������0� ���#��*'9e� + * + ����������*'��4 ������� + �����9>�����\"#�M%&��������� "@�����%N� �
	
���� �����8� + ���'�,

ST��������=�f����'*7�\��������*'�R��<#������0���������� + �M��*C�0*7%&�� U� !�������R��� + �����'����� <g*7�1�h + �����'����� <g��������0�����%
%&�5������� <i	 �T���'����*'�?U1� ���W%&��������� "@������*'�j*7	Q� + * + ����������*'��4 �3����� + ����3� �j	
���� �����W� + ���'�,lk]�������6	
���� �����

m ��������� <������0�����Q� ��� + *7���5�������������'����������<�*7	2� + ��������=�n����'*7�\��������*'�n��<#�������U8�������O� ���X��������0�����%P%&�5������� <
	 �T���'����*'�]9:�������o%&�������0� ����:� ���3���'����������<n����%V�'*'�����������5����<n���'� ������� <n���������5 !�%&,p-/���3	
*7�����:*7	M� �����
%&�����������������*'�]���M� ���Q���'�����������Q����%6�'*'�����������5���#� + ��'��	
���'������*'�]*7	!%&�5������� <C	 �T���'����*'���8�'*7�0�0*'�P��*X�� !�������� <
*7	i%&��������� "@������*'���[� ���'� ��%&� ���q� ��*7���r*7�'��������� ���q� �.�0�%&���'���n���0���@� ���\Ui� + �����.����'*7�\��������*'�?Ui����%
������%/9>������� ���Q����'*7�\��������*'��,

s�t u�twv:x�y�z'{ |
}Q~@�&y���|�{
�\y�z

�J�  !�5�n�N����� + ���X� �;	
���� �����X� + ���'�5U2�N%&�5������� <V	 �T���'����*'�;	
*7�)�N�'������� + ��*' !��%&��O� ��� + ��*'"#��"#������� <
� �����6� �����6����� + ���R*7�����@� �������%�	
��*7��� �����6�'��������, �)�5������� <�	 �T���'����*'���V�����o%&������� ���\���������%i"@<�� ���
��������� + ����*'����� ���5<(��� + *7���8����%N� ������ + �������0�����#� + ��'��	
���'������*'�>�
K�������� ��� ���@L�� + ��*7�'�����,

A�	
��� m ���5����� <q�����%�%&�5������� <�	 �T���'����*'�����������0��[� �����f� + * + ����������*'��4 �[%&��������� "@������*'�����
���������  !��������������*7���0��� U$��, �, U$�J��������������,i�J�������������C%&�5������� <>	 �T���'����*'���������J�'*7� + ������� < + �������0������� Y��%O"@<
�0�0����C !��'��*7������%]�0�'*' !�����������'�N�0��������h/,�k]�������N�J����=<V�
�J����=<V��������������%P*7� ������O�0��<V�'��������� �����
�J�������������g��������� + ����*'���1�����0�������� <;�'*7������'� UM� ���5<W���� !��"#��5�g����*'9:�g��*�"#�0� +T+ �����'��"#���N��*>�0���?<������� -
9>*7����% + * + ����������*'����U��, �@, U��0���\��������2�����*'�������'�J���0���@�%0�����������M� �����5������� <�%&��������� "@������*'������	
����!����0*' !���@*7	
� + ����������� <i�'*7������������%o� �����5������� <V !������������*'���0�
�)��9>����� U��J� G�%&�5�?"#*7�0�������,�����������A�<#� 9>����%g����%g��*7�@�@� ���
�����������;�5<#��=UO�&������%n��)����,�����������kR������X�
�
� U��J�����0��*'�f��J����,����������
,�� �f�@�5�������� U�9:���5�f�>�J�������������
%&�5������� <�	 �T���'����*'�6�������������0�%0����%0� ��������������� + ����*'�6�����'*7������'� U&� ���M�'*7������ + *'��%&� ��� + ��������=�>����'*7�\��������*'�
��<#������ + ��*7%/���'��1�'*'�����������5���2����%H* + �����0����� <;���'�����������0����"#���� ���@�29>��� �g���� + ��'�2��*6� ���N	
���� �������"#�� ���
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�����%&, A0%&%&������*'������� <@U3���C���������%n"@<e��*7�@�@� �����
��*7�@�@� ���C��������� U3�5 !�5�i9:���5�F� ���V���������0�%I%&�5������� <

func
����*'�n������*7���'*7������'� U8� ���N��� + ����������*'�n*7	2� ��� + * + ����������*'���Q� �;	
���� �����X� + ���'�X�0��<>"#�X�������@�X�5��*'���\�

� �������N���T"#* + �����0���!��� + ������5����������*'�;�'��� + ��*' !��%&�X����	
	
���'���5�������'����������<V	
*7�J� ��� + ��*'"#���� ����������%&, Z *7�
�0���?<V��*'���

-
��������%&� ��� + ��������=�;����'*7�\��������*'� + ��*'"#����0��U���*'9>�5 !��=U2� ���X�J�������������;��������� + ����*'�W������"#��5�

����*'9:�P��*J"#�O� ���'*7������'�$����%>� ������	
	
���'���5��� U!����%>�Q����	
	
���'���5����� <C���'�����������O%&�5������� <C	 �T���'����*'�a��������� + ����*'�a���
��*7��c\��*'9:��,;� �6��*7�0�M*7	T� ������M����� ��������*'����UT��� + ��*' !�% + ��������=�>����'*7�\��������*'�>���'����������<Q������������������%N	
��*7�
� ���)%&�5 !���* + �0�5���&*7	��J�������������W�0��h/� �����J�0*7%&�� �
�!�W�;�&%&�5������� <>	 �T���'����*'�����
�&�������@����%&�)����%OD>�������0*7*
����� � �8A�<#� 9>����%R����%R��*7�@�@� ���(���������:�&�������@����%&��U:�&�������@����%&�a��Q����,8���������:�J�����I����%��E�����0��%&�O���������
�!�?�������\U��8�������Q��?����,w���������

.

s�t ��t��
	���z'z'{�	�y�]{ ��|
���x��]���&x���z

A �0��h/� �������0*7%&��#����	
*7���0�%0"@<H�J9>����\�����%a��� ������J�'*7��"#� ��������*'�V*7	���������� + ���:K��'*7� + *'���5����L
%&��������� "@������*'����,e�
��� + �������0��������U Ψ

U!� ���'� ��%&�O� ����������� ����� + ��*'"#��"#������������8*7	$� �����'*7� + *'���5����� ω(i) ����%�� ���

+ �������0��������*7	�� ���)� ��%&�  !��%/�����?�'*7� + *'���5����� Φ(i) ,i� �C�)�!�W�WU�� ���J�'*7� + *'���5���T%&��������� "@������*'����U F(x;φ(i) � U
�����6���������  !��������������*7���0���M%&�5��������������Q������^�'*7� + *'���5�������0����D -

%&���0�5������*'�����8�J�������������i%&��������� "@������*'�

+ �������0������� Y��%)"@<(�M�0���� µ
����%N�'*' !�����������'�8�0��������h

Σ.

F x ; Φ (i)( )=
1

2π( )N 2 Σ1 2 e
−1

2
x −µ( )t Σ−1 x−µ( )

Φ( i) = µ , Σ{ } [1.1]

where t  �!�"$#&%'!)($%'*�+�"$( #&(-,.%',.#�"
|• /  �!�"$#&%'!)($% 0$!1 �!)%'!)*�23, "$+�"$%4#&5�% 0$!123+6%'*�,.7 •

single 8 "$ �!)*�(-9�#&*�!1 �!�"$#&%'!)($+;:<!)9�%'#&*
double 8 "$ �!)*�(-9�#&*�!1 �!�"$#&%'!)($+�23+6%'*�,.7

= 5>% 0$!�" 8 2@?;!)*A#&5>9�#&2@BA#�"$!�"$%'('C;DEC;,.(E?;# 8 "$ �!) FC;% 0$!@23,.7F% 8 *�!G23#& �!)H4,.(I9�+6H.H.!) J+@5�, "$,.%'!G23,.7F% 8 *�!
23#& �!)H.KMLN5�, "$,.%'!123,.7F% 8 *�!123#& �!)H�BA*�#�:<,. �!)($+;BA*�#�?;+�?;,.H.,.% OJ5�#&*;+�(-+62@BAH.! x ∈ℜN P<Q.R

P x Ψ( )= ω(i ) F x , Φ ( i)( )
i=1

KS
[1.2]

where

1 = ω (i)

i=1

KS TVU$W
Ψ = ω , Φ{ }( i) i = 1.. K{ } [1.3]
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�
	�� ���X�'*7� + *'���5�����O�����X%&�	
� ���%P���O� + ���?��� ���>*'���X*7�)�0*7���X�������'c@�O� ����*'���\��� ������ + �������0�����
� + ���'�5U:��, �, U:� ���C%&*7�0��� �I*7	1� ��� + �������0������4 �(*7	1�a�'*7� + *'���5��� U1� ���5�j� ���W�0*7%&��J���3	
*7���0�%P"@<i� ���
�'*7��"#� ��������*'�B*7	:���B� ��	
� �������0�?����"#��3*7	1�'*'����� �?��*'����� <� !���=<#� �����'*7� + *'���5�����(����%R� �?���(���(�'�������%R�
�'*'����� �?��*'���J�0��h/� �����1�0*7%&���,r-/�����#����U��1�'*'����� �?��*'���M�0��h/� �����Q�0*7%&��&�'*'�����������M*7	!�'*7� + *'���5�����#9:��*7���

pa
�����0�������X������� + ���?���%W"@<o*'����*7	�D

t
�'*'����� �?���>*7	 + *7� ������U T(j)U�� ����*'���\�R� ���(�0*7%&���4 � + �������0�����

� + ���'�,�A^�'*'����� �?��*'�����0��h/� �����8�0*7%&�� + ��*' !��%&���� + ��*'"#��"#������� <(	
*7�#�M����� + ��� x ∈ℜN P<Q.R

P x Ψ( )= MAX
ω,Φ{ }∈Ψ

ω F x , Φ( )( ) [1.4]

where

Ψ = ω , Φ{ } ∃ j ∈1. . Nt s. t. Φ ∈T(j) ����� ω = P(Φ ){ } [1.5]

� � ���
	������� �����
���
����� ������������������������� 	���	 ��!"�����#$�%����&'���
����($)+* � ���,����-�.!�� ���-	 ��!"	 ��	��
�/� � ��(/��&
�.!0��.��������%���
�+�'���1� ���2#$�%����&'���
	 ��#���.��������%���3	��4�5���
��&'�2	 �����768	��2�2��9:	�� � �;��	�<$����	 ���.�.�=�'���=� �����
��.��������%���>��&'�68	��5����� ���8(/�����������
	��2���
� �.!5� ��� ������������? ����&'�(/�'(/	���	�� )/�A@:� � � F(x,φ B ��'�C(/�-	 ���
��&D��&'���
���
���E����&'�68	��5	 ��#F�����.	 ���2�����5	��
	�������G�����������H��&'�(/�'(/	���	�� )$IJ�'��� ω ������&'�68	��5	 ��#K�L���.	 ��� � ����� �����
��&'�(/�'(/	���	�� )/� �5MN� ���
	���H��� �C��'�H� ����&'��!"�.&'�O(/�0&'�%PH&'	��
�
�%�H���

P x Ψ( )= MAX
Φ{ }∈T( j) j=1.. Nt

P(Φ )P x Φ( )( ) [1.6]

@:���Q!"�.� � �R�.!3� ��	��R�5	�������&'�
���
	���A	��R� ���Q�5��!"	 ��	��
	���A�.!3� ���Q�����
	 � � ���.!����.	 ���
� φ �  T(j) 68	��Q��.&'�
�
�����S��	 MN� �����'����� ���0�����
	��2���
	���H�.!,� ����	�&/�������.�	����
����T�U φ B � ��	 ��#4�
&'���5	��
	�������.���
���
	����
	�����.�2��� ���.�5���

V�W X,W�Y=Z5[7\G]'^3__`"]'acb=` d�e"^5f�g-b=h$i5g'jk_

@:��	����5	�������&'�
���
	����	 ���
&'�.� � ������ ��� ������%�����.!5�l#$�%����&'����	 m,������&'�*
����
	 68�-n � � ����	��'�L�5	����
&'	 ( � �
	�����
o !p� ���l��&'�*
����
	���q�.!p�2#$&'� � �r�.!p��	��2	�����&��������������4����
�H�2� � (/�����3�.!5(/����	��R�5	�&'����
	�����������R��n � � ����	��'�
�5	����
&'	 ( � �
	���SIs� ���.��� ����������������&'� ����	��J�
�p���'68�-� #$�%����&'����	 m,������&'�*
����
	 68�-n � � ����	��'�L�5	����
&'	 ( � �
	���LU"t$	�# � &'�
��� � B � @:���u�
��&'�wv���9:�
& � �5���5xA	��E#$�%����&'����	 m,���y�
�K&'��!"��&��
�K� ���u���
&'���
����	 ��#F�'���y� ���z�������	 ��#K� �������
�5	����
&'	 ( � �
	�����-��'�=��9���	 (/	��
�|{ � ���=v���9:�
& � �5���5x+n � � ����	��'�=�5	����
&'	 ( � �
	�����-�.�� � &sPG���%�}��.&'&'�������
	�����0��9:	����
(/��� PH���%�H�/���� � �����
	����? �S����&'���2���
��&'���'�������.�2�0�.!,� ���O���� � �����
	����? ��!"����� � &'�����

o ���5�%���%���5�%���
� )$I8~"n ��&'	�#NI��A��&'�
	 �}���O�����$���������N��)/� PH��&'���'�����3�.#$#$	 ���p�����'�,�N�K������� o"o"o I/n &'	��2����
���-��������������� �5���2������
&'���
���u� �����-� ���7	 ���
�%����	��
	����G�������.�	����
���HPH	�� �r	 ���5	 68	�� � �����
	���� � �J� )$�����G	 �r�'�}�A�
	��2��#$�/���'68�/���� -Gau ����	��'�L�5	����
&'	 ( � �
	��������� ��� I5�
	���� � �-�������������,PH	�� ��	 �L���2�����.&'��#$	������	 �H�'�G�A��	��2��#$�
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���� !�O"#��5�o����*'9:�o��*X"#�O9>�������� + ������5�����%>����� ���C�(�J�������������o%&��������� "@������*'�?UJ����%V� ��� + �������0�������:*7	
� ������6� + ����������� <f��*7�'����� Y��%g�J�������������i%&��������� "@������*'���)���� !�:"#��5�i����*'9:�i��*3 !���=<R���0*7*7� ��� <R���'��*7���N� ���
���0���@�)� A�<#� 9>����%(����%(��*7�@�@� �������������7kR��������
�
� U$�J�����0��*'�C��&����,7���������
,f-/�?�����)�'*'����� �?���)*7	&�J���������������
9>����7�0*7%&������ ��*7���8� + ���������' !������������*'��������%N��� + ������5������������>%&��������� "@������*'��,

� �i� + �����i����'*7�\��������*'�?UO���)���N�'*7�0�0*'��� <R���'�'� + ���%n� ����������%&%&�5�V�;����c@*' f�0*7%&����J"#�����%;*'�
�J�������������V%&��������� "@������*'���)�'���V��� + ������5����� ���:� + �����H*7	��:��� ���@��� + �����*'�H� �H�:�'*'������*7�����%W����� ��������*'�?U��, �@, U
�@�  !�5�>�M	
��h/�%N���5 !��7*7	������������Uw"#���'c@�@��*'�T��%)��*7�����5UT����',�A0%&%&������*'������� <@UT���0*7*7� �:9>��� + ���'���:"#�8� +T+ �����%N��*
� ��� + �������0�������8*7	#� ��*7���O�J���������������8��*X��%&� + �$� ����e��*M���59������ ��������*'���2����%�� + ���c@����2�
�&�������@����%&�O����%
D>�������0*7*:����� � �
,i-/�?����U$��*:���'�'*'�T���&	
*7�� !������������*'����� �C� + ���c@�������%3����� ��������*'�?U���������� + ���J�J���������������������

needed.
Z *7����*7�0�J� +T+ �����'������*'����� ���J	
���� �����bT�0*7%&�� -+ �������0�������'*7�������������*'���������!9>���� �T��%&�������*7*7%0����%

�������� <g�0����������%&, � �R� ��*7���(����� ��������*'����U)� ���(�0*7���M���'�����������(����"#���� ���@���'���P"#�3*'"#����� ���%>"@<n%&������'��� <
������0� ������� ���3� ������8�	
	
��'���J����%W� ���5������� ���3�:����� + ���1�J�������������]�'����������	
����2� A0h/�� U���*7����������� ���&��#����,?���������
�&���5<�����%�D>������<#�����J���������&�)��9>����� U/�J� G�%&�5�?"#*7���������,/���������wA�<#� 9>����%N����%N��*7�@�@� �������������w�;�5<#��=UT�&������%
��N����,O���������OkR������C�
�
� U3�J�����0��*'�F��N����,O���������
, �:*'9>�5 !��=U�9:���5�[� ���H�'*7�������������*'���W��������*7�J9>����
�T��%&�������*7*7%N*7�#�������� <(�0����������%/UT�!�W�;�������8� +T+ ��* + ���������,

s�t ��t����&}Qy��\|�~#{ y�{ |�x��
	���z'z'{�	�y�]{ ��|
���x��]���&x���z��

�;*7���N� �? !��������@������*'���C� �? !*7�  !� ���R�!�W�;�N���� !�>�����% Z �!�W�;��, -/���H%&�5 !���* + �0�5���X*7	N���
�����@*7����� ��� 	
*7��	
����� UO���'�����������5UO����%;�'*'�����������5��� Z �!�W�p������� ��� ���3�����J"#��5�f� ����	
*7�����X*7	)�0*7���J�!�W�
��������������, A �'*'���'�����Q��������*7�=<g*7	J� �������������������R�'���]"#�(	
*'�T��%�� ���E��'����*'�
	�, ��, ��, A �0*7���3%&����������%
��������*7�=<(�����@�  !�5�>� �>�
-&���������� ���@��*'�?U��E�0��� �>��?����,w��������������%N� �;���&�����������>����%N�&����	
*7��%N���������

.
k]�������N�'�������� <6��*>��� ���@���N������� ��� ���6�����@*7����� ���r����"#������ �n�����!����� ��������*'����U2�0��h/������������c@���� ��*7*7%

�h + ��'��������*'� �0��h/���0� Y�������*'� � ����/�;� + ��*' !��%&��g���5 !������6%&���������"#���^�'*'�? !����@�5���'� + ��* + ����������UP�, �@, U
�0*'��*7��*'�����Q�'*'�? !����@�5���'�����������
-&���������� ���@��*'�?UI�E�0��� ���������,&��������� U�����%a���������<H��*3��� + ����0�5��������%N�����,
����/�WUO��*'9>�5 !��=U3���C���F� +T+ ��*7h/���0�����V�@����%&���5���N�����'�5���N�����@*7����� ����U3����%I�0��h/������� ����c@���� ��*7*7%j���
���T"@G���'�M��*C��*7�'�����0��h/���0������%6��*'�

-
* + �����0�����@��*'"#�����0��h/���0��� �!�?�������\U��8�������C��8����,!���������
, k]���5�

f0

f2

f1
��� � ��� ������� ��� � � � � ������� � �����>� �E�������������! ��� #"E���!����� ���� 6� ������� �$�!��� ���

Z ���\�����8��, �
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�@����%&���5���2�����'�5���2���1� +T+ �����%H��*6�3	 �T���'����*'�C���� !� ���6��*7�'�����0��h/���0��U8� ���N������������Q�����N%&� + �5��%&�5����*'�n� ���
�����@*7����� ���04 �>� �����������O�'*'��%&������*'����,�k]�������3����/�����>�����������c@�� <j��*�����������a� ����*�� ������a��*7�'�����0��h/���0�
�'*7� + �����%W��*0*7� ���� Z �!�W� ������� ��� ���3�����@*7����� ���0�J� ��*7��%&���H����%��!����������� U���� 9>�����E"#�1����*'9:�H� � �E��'����*'�
	�, ��, ��, �(� �����$	
*7���Q�@�  !�5� + ��������=�P����'*7�\��������*'� + ��*'"#�����U Z �!�W� �'*7� + *'���5���$�'*'��	
���\����������*'���8�@�5����������%
 !���8����/� �'���� !���=<a�@�������� <a����%�"#�Q	
���2	
��*7�[* + �����0���&%/���Q��*N� ���Q��*7�'���&�0��h/���0��,�-/�����M%&��	
	
��������� <a���
���@�@���� !�����%P"@<i� ���W������������'�W*'�j� ���X������N��*H� + ��'��	 <i� ���X�?����"#��N*7	Q�'*7� + *'���5������, k]�������6�������
�������������I�����]	
*7�������%e*'��������*7�0�������'����� <�%&�������0� ��� ���^� ���;� +T+ ��* + ���������W�?����"#��C*7	(�'*7� + *'���5�����
� �;���&�����������j����%o�&����	
*7��%o���������2kR����O���������2�!�?�������\U �8�������V��O����,2��������� U��;���&�����������^����������0� �����
K��������� ���(	
*7�M� ���8�?����"#��M*7	��'*7� + *'���5������, , , � �V���0��h/� �����:���)���V��� + *7���������?"@���? !��=<]%&��	
	
��������� + ��*'"#����
9:�������H�����J��*7�!"#��5�f�'*7� + ������� <o�����*7�  !�%&, L Z *7�:�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !���J�������������f%&��������� "@������*'����U
� ����������������'� ������� <W���a� ��	
� ���������?����"#���*7	$�'*7� + *'���5������U#��*�%&��'��%&� ���X���C� +T+ ��* + ���������)	
� ���������?����"#���*7	
�'*7� + *'���5��������*1� +T+ ��*7h/���0�����J�������W%&��������� "@������*'�����'���X"#�J�� + ��'������� <>%&��	
	
����������,o-/�?����U&����� ��*'���\�6�!�W�;�
�����Q9>��������������%�	
*7�1�1 !�������� <g*7	 + ��������=�R����'*7�\��������*'� + ��*'"#����0��U Z �!�W�;�8 !���Q����/���'��� + ��*' !��%&�

+ *7*7�)����"#���� ���>�'*'�����������5����<V%/���X��*�� ������)������������'��*'��� ���M������J��*(� + ��'��	 <H����� +T+ ��* + ���������M�?����"#��J*7	
�'*7� + *'���5������U�� ���:� ������������� Y�������*'�V*7	������ + �������0��������U�����%C� ��� + �����������������M�'*7������'����*'�V*7	������ + ����������%W� �

training.

s�t ��t����&}��2�\y&|�{ y&���\��zA�
	���z'z'{�	�y�]{ ��|
���x��]���&x���z�� � ��x�z'{
z
	

&h/���=��%&� ���1�J�J�������������6%&��������� "@������*'�6�'����"#�# !����������� Y��%0��� + ��*7%/���'� ���Q�M�������'cQ*7	��0��������'�5���������
��*�� ���X%&��������� "@������*'�;����*'���19:��������� ���M !�����������'��*7	�� ����%&�����J��*7���0���#��*(� �������������'c����������@������0*7*7� ��� <#,
-/������%&�����������������*'�X�����������*' !�� �0���������������U&�J�J* Z �'*7�����U&��*Q� +T+ ��*7h/���0�����M� �������'�5���������@�������'c1*7	T�0������
����%�%&�������0� ����� ������*7�'���� !�����������'��*7	$� ����%&������,^-/��*7���)�������'c@��*7	��0�����������%(� ������� !�����������'���%&�	
� ���)�
���!�W�;,H-/���8����� ��*7�#*7	�� ������%&�����������������*'�>�������������� �����

� �� ���!� ��� �&��� � ��� �! 6� ���E���6�&� �!��� �V����� ����� ��� � ��������� �$�!������� � ��� ���
-
� �.���!�����! � � ��� � � "E���!����� �����@� ��� �����

�@�� ���� � ����������� ����� �������� �� �����6�� � � �@����� ���!��������� �� !�"�@����� ���������.��� ��� ���! ��� �V���!��� ��� ���!�$#������
���.�����������!��� ���%� ���!���.��� � &��� ;�����
' ������� (�� "E���!����� ���� 6� ������� �$�!��� ���!���

-/����������UQ�W���!�W� *7	O���^�h/���=��%&�%g�J�������������^%&��������� "@������*'�^���N���'������������ <R����%n�'*'�����������5����� <
%&�	
� ���%`����� ���F�

Gaussian-goodness-of-
	
���a�
�J�J* Z �P	 �T���'����*'� ����%r� + ��*7�'����g	
*7�;�������'c@� ���[� ���

�@�5���������� Y��%a�0��h/���0�X*7	�� ������	 �T���'����*'�?U���, �, U��'*7�����h/�������'����*'��,q-/���M������J������*7����� m �������%a��*3� + ��'��	 <]�
�?< + �� + �������0�����O�������g���1� �����?����"#��O*7	8�'*7� + *'���5������UM����%H��	2��������� + ���N�'*7����Q*7	2�0%&��������� "@������*'�n�����
�h/�������'���%/UT� ���5<Q9>�����7����= !�8��*O���	
� ���8����%)��*7�?�'*'��	
*'�T��%N� ���8��� + ������5����������*'��,

-/���:���'����������<]����%C�'*'�����������5����<]*7	�� ������:%&��������� "@������*'�H��� + ������5����������*'���J����� m ����������	
���%X"@<P� ���
���'����������<e����%I�'*'�����������5����<e*7	0� ���V�'����������	
������C� ���5<e�����>�����%I��*o%&�	
� ���, ������������	
����>���'����������<`���
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�0����������%O !���)���=��� + *7�������  !�J����%3	
������� + *7�������  !�J�'����������	
���'������*'�W���������,n-/���M�'*'�����������5����<�*7	T�J�'����������	
����!���

m ����������	
���%)"@<(� ���$ !�����������'�8*7	����������'����������<(*' !��#�M����������*7	��;*'�����8��������*O����������������*'����,

s�t ��t�������x���|��2x
	��x�z'x�y&| 	�|�{
�\y��#{�	��]x6�&{�	��
y�x�z'z��2� �x�z

This
%&�����������������*'�o�h/���5��%&�:� ���O��*7����*'�o*7	M�'*7����1	
��*7� �0�%&�������������'��1� �g���'�����0� + ���'�0� �;*7�����5U

ST� Y���O��2����,#���������MST� Y���=U#/"#���� <;��2����,$���������2��*>� ���N��� + ������5����������*'�n*7	2�0����� + ���%]%&��������� "@������*'��, -&*
�h + ����� �F� �����C%&*7�0��� �F������	
� U3� �����C����'����*'� + ��*' !��%&��C�6"#�����	N� ������*7%/���'����*'�[��*g�0�%&����� ������W�'*7����X"@<
%&�	
� ��� ���Q�0�%&����� �������	 �T���'����*'��������%N�0�%&����� �������� + ���'�,

�;�%&����� ������O	 �T���'����*'���� A�������!�0�%&����� ������O	 �T���'����*'�
M(x,σ

������ + *'��%&� + ������������������� <H������*'���@� <
9:���5�]���$���8� +T+ �����%>���$� + *7� ��� U x

U!*'�P� ���O�'�5���������T��c@������*'�P*7	#���P*'"@G���'�7����� ���N���P���'�����������O��*7�'���T*'"@G���'�
���'�����Q��������0�����5U

σ
,�-/���Q���'�����5U

σ
U���� + ��* + *7������*'�����&��*N� ���Q����%&� ����U��=U�*7	!� ���Q�0��h/���0����� <a� �����'��� "#�%6�'�����'���

�'�5��������%N���
x
�
��, �, UT���

ρσ).
���E��'����*'�:��, ���

�;�%&����� ������A� + ���'�� AI�0�%&����� �������� + ���'�J����	
*7���0�%O"@<>�'*7� + ����� ���:�)�0�%&����� �������	 �T���'����*'�6*'�
���j���0���@�W*' !��N�C�������@�6*7	

x
����%

σ
 !��� �����, -/�?����UQ����D

-
%&���0�5������*'�����M���0���@��<#�����%&�0���^� D��T���

-
%&���0�5������*'�����7�0�%&����� �������� + ���'�,w���E��'����*'�:��, 	��

�;�%&����� ������M��*7���� �;�%&����� ������8�'*7����8�'� + � �����O� ���O��*7�'������*'�?U!��� Y��5U!����%>����� + �O*7	#*'"@G���'���8� �P���
���0���@�,i-/���5<6�h/�����&� �C� ���J�0�%&����� �������� + ���'�J�����������'���*7	 � ���!���.��� � &��� �����6� ���:� �W�0�%&����� �������,o-/�����T����U
� ���5<B%&�	
� ���]�������'��6� �e�0�%&����� ������6� + ���'�]�������e� ������� ��� + *7� �����6*'�e�H�������'�P�����P��*7�'���O�0��h/���0�]���
�0����������%H� �g%&������'����*'���2��*7���0������*6� ���0�������'�, �;�%&����� ������Q�'*7��������� !�)"#��5�n� +T+ �����%]��*>��9>��%&�
�������@�X*7	�*'"@G���'����� ���J !�������� <H*7	����0���@���, Z ���\���������, 	W����%a��, �W%&� + ���'���J"#� �����=<H*'"@G���'������%a�������'*7���,
���E��'����*'�:��, ���

�3�$&'��� ���
&'�>�<4� � & �

� �>� � �����N�H��$&'��� ���
&'�>�<4� � & �
&��x

x

ρσ

r2

r1

i i

� ��� � � � �&� � � ����� �>� �E��� ��� ' ����� � ��� �.�6����� ��� �����
' ������� ��� � � � � � � �� 6� ��� �!����� �V�����
t$	�# � &'�0��� � ���! #��# �A� (���� �!���>����������� �V������� � ���.�����

t$	�# � &'�0��� �

s�t  �t��
	���z'z'{�	�y�]{ ��|
���x��]���&x���{ y�!"�#{�	��
	���z'z'{�	�y
-Goodness-of-

~#{ | �2� �x�z

@:��	��0�5	�������&'�
���
	���}	��s(/����������E� ����&'������	 m,���
	���E� ����� * � ���s���p��.&'���p�.!O�2���5	���� �������p! � ����
	�����p��'�
&'�%��&'�����%���p� ���2�
���'�����+�.!0�($*
����
�+	 �q	��2��#$���
I0��.&'���4�.!pn n �.tL! � ����
	�����4��'�q&'�%��&'�����%���3� �����
���'�����4�.!
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%&��������� "@������*'���)� �V	
���� �����1� + ���'���,r� ���������%W*7	��������'��� ��� + *7� �����J� �H�0�%&����� ������J� + ���'�1��*0	
���!���H*'"@G���'��4 �
����� + �5UX�J�J* Z �'*7����>�������'� + �������0������� Y�������*'����*7	:�J������������������*���� + ������5���1� + * + ����������*'��4 ��%&�5������� <
	 �T���'����*'��,i-/�?����U$�J�J* Z �'*7�����%&�	
� ���)���!�W�;��,i�J�J* Z �'*7������h/�����&� �C�)�J�J* Z � + ���'�J����%3�'� + � �����J� ���
��*7�'������*'�?U���� Y��5U������ + �5U�����% density

*7	!%&��������� "@������*'���M� �]	
���� �����Q� + ���'�,����!�W�;�# !���1�J�J* Z �'*7����M�����
��%&�����	
*7�)��� + ������5����� ���>�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !�X�J�������������;%&��������� "@������*'����, -/���J"#�������1�'*'���'� + ���O*7	�� ���
�'*'������� "@����� ���Q������?��*7��*7�@���������� + ������5�����%)"#���*'9>,

Z ���� ����� � + ���'�  Z ���� �����N� + ���'�N���Q� ���N%&*7�0��� �;*7	������ + �����, &�����;����� + ���5U2�'*7� + �������%P*7	&D
������%&*7�B !��������"#�����U8�h/�������Q�����N��� ���@��� + *7� ����� �;���WD -

%&���0�5������*'�����!	
���� �����X� + ���'�, Z ���� �����X� + ���'�X���
������*V� ���C%&*7�0��� �I*7	1%&�5������� <^	 �T���'����*'�I��������0������3����%o%&��'������*'�;"#*'�T��%&�O9:�������j�����X�����%o� �j�5 !��=<

+ ��������=�o����'*7�\��������*'�o��<#������0,p-/�?����UJ	
���� �����3� + ���'�3���:� + ��������=�o����'*7�\��������*'�o��<#������04 �8 !���59 *7	8� ���

+ ��*'"#����^���������%&,H���E��'����*'� 	�, ��, 	�, �

Scattergrams
 �E�'����������@�����0�8������*'9j���8��*J !���59 � ���O%&��������� "@������*'�P*7	#����� + ����8� �a	
���� ������� + ���'�,

�
�����2���1�O��������*7�@����� %&� + ���'���1� ���0	
��� m ���5����<;*7	8�O !��� ���0�
*7�O�3�������@�0*7	$ !��� ������8*7	8�3��� ���@���N������%&*7�
 !��������"#���!����� ���8������\���T� �W��"#���!�@��� + �?U&�J���'����������@�����j�������6���0���@�M� ������%&� + ���'����� ���M	
��� m ���5����<�*7	T����D -
 !�����������N����� + ���4 �� !��� ����Q���Q� �����5������� <�� "#�������	�D�� ���
, -/���N���'����������@�����r*7	2�0�'*7������'����*'�n*7	�K������0��������L
����� + �����9>�����!�'*'������� �;�N�'� ��������)*7�)�'��*'��%a*7	T�����\��� �����5������� <#, Z ���\��������, �W%&� + ���'�����X���'����������@����� *7	��
�'*7������'����*'�^*7	O� �6� ����� + ����0	
��*7�q�W���������������%g�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !�6�J������������� + * + ����������*'�i�
��*3"#�
%&����������%^� �e�&��� + �����	��
, �E�'����������@�����0�>�'���`������*W"#�3�����%i��*W !����������� Y��P� ���P���'����*'�`*7	�� + ��������=�
����'*7�\��������*'����<#������0, �)�5������� < 	 �T���'����*'���e�'��� "#��%&� + ���'���%  !���r� �����5������� < %&��������� "@������*'���e*7�
����* + ��*'"#��"#������� <]�����= !���U�%&��'������*'��"#*'�T��%&�J�'����"#�1����*'9:�H���!�?< + ���������	
���'���U�����%W%&��'������*'�H����@��*'���J�'���
"#�8����*'9:�:����� ���Q�'*7��*7��� ���@,H���E��'����*'��� 	�, ��, ������% 	�, ��, ��, �

Gaussian-Goodness-Of-
Z ��� Z �T���'����*'��� oA �J�������������

-goodness-of-
	
��� �
�J�J* Z ��	 �T���'����*'�

m ����������	
����Q��*'9�9>����)�a�J�������������n9>��� �I� + �����������������0�0����?U µ
U:����%R�'*' !�����������'�5U

Σ
U:��� + ������5�����(� ���

%&��������� "@������*'��*7	������ + �����9>��� ��� ���X��*7�'���#����@��*'��*7	�	
���� �����:� + ���'�5U��, �@, UT9>��� ��� ��� 	 Σ
*7	

µ
�
������������:����%

� ���%V��������� � ���%V����%V������������3��������� � ��<@����Q����%V�&����8���������
,.-/�����2����UM� ���5< m ����������	 <W��*'9�9>������

f1

f0

255

2550
0

� ��� ��� ��� � ��� ���.� � � �E� �V��� � ������� ��� � � �.� ��� � ���
Z ���\�����8��, �
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�J����������������� + ������5������� + * + ����������*'��4 �)��*7�'���$%&�5������� <]	 �T���'����*'��, Z *7�M� + * + ����������*'�>���� !� ���(���J�������������
%&��������� "@������*'�?UQ�J�J* Z 	 �T���'����*'���N���� + *'��%n�0��h/���0����� <]9:���5�i� ���5<R�����>�5 !��� �������%n���)� ��� + * + ����������*'��4 �
���'� �������0���������%I�'*' !�����������'�, ��*7�0�0*'��� <R�����%I� �����������'��C*7	0� �����C�'�������C*7	0	 �T���'����*'���C� ���'� ��%&�
ST�������*'��4 �0�&���

-
� m �������%/UQ� ���>��*7�]����c@���� ��*7*7%n��������*'UO����%��2*7���0*7�@*7��*' -

�E�0���=��*' f	 �T���'����*'���N���E��� + ���5���
���������T�)4 A0�@*7����� ��*O����% �E��� + ���5�������������
,H���E��'����*'�:��, ��, �

�J�J* Z � + ���'� ���2	
*7���0�%�	
��*7�`� ����� +T+ �����'������*'�a*7	$�O�J�J* Z 	 �T���'����*'�a��*��O�'*7������'����*'�C*7	������ + ����
	
*7���Q�������@�O*7	#�J������������� + �������0�����& !��� �����,e�/<C%&�	
� ��� ���`� �����J��������������4 �2�0����a��*M"#��*7	$%&���0�5������*'�
D�����%j� ���H�J��������������4 �W�'*' !�����������'�H�0��������h

Σ
��*a"#�H�H	 �T���'����*'�e*7	X�H��� ���@��� + �������0��������UN���RD -

%&���0�5������*'�����7���'����������@�������������M�'*7������ + *'��%&� ���Q� D��T���
-
%&���0�5������*'�����7�J�J* Z � + ���'�,H���E��'����*'�:��, ��, �

�J�J* Z ��*7���� B-/���6�������'��N*7	��@�5���������� Y��%n�0��h/���0�6*7	��6�J�J* Z 	 �T���'����*'�i�����>�J�J* Z �'*7�����,
-/���5<R%&�	
� ���>�������'��N� �i�J�J* Z � + ���'�>�������f� �����J� ��� + *7� �����X*'�f������f�������'����������*7�'���2�0��h/���0�>� �f� ���
%&������'����*'���X��*7���0���1��*g� �������������'�, -/������]�������'��

T
� � � � ���

µ
U

Σ(s)}=φ
����*'���a9>��� �e�H��*7�'���Q����� + ���

	
��� m ���5����<(��������0����� ω
� + ��'��	 <(� ���8ST� x|φ

������%NST�
φ
��9:�������>%&�	
� ���8�M���!�W�;,w���E��'����*'�:��, ��, �

�J�5���������� Y��%PST��*'G���'���  !�X�J�������������;�)��������� "@������*'��� (k]���5�;� ���X%&��������� "@������*'�;*7	�� ���X����� + ��������
�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !�g�J�������������r� ���n�J�J* Z �'*7��� + ��*7%/���'��]�������'�����������n��� + ������5����������*'��*7	�� ���
%&��������� "@������*'��,I-/����������U@9:���5�a��%&��������� "@������*'�C� �C���ND

-
%&���0�5������*'�����?	
���� �����)� + ���'�)��� + ��*'G���'���%(*'����*:���

(N–M)-
%&���0�5������*'�������?< + �� + �������0� + ���?��� ���W� ���0���T"#����2*7	$"#������� + ��*'G���'���  !�0�J�������������g%&������'����*'����UM���

(N–M)-
%&���0�5������*'�������J�������������B%&��������� "@������*'�B�������������, k]���5�B� ��*7���C%&������'����*'���(�'*7������ + *'��%R��*V� ���

%&������'����*'���:	
*7��9:�������g� ���0�J�J* Z 	 �T���'����*'�g���1��*7�'����� <;�0��h/���0��� UM��, �, UM� ���0�'*7������*7���0����%&������'����*'����UM� ���

+ �����'��0�5���(*7	��g�J���������������'*7� + *'���5���(���(� ��� µ
����%

Σ
�
���(*7	(�n�J�J* Z �'*7��� + *7� ���O9>�����X	
*7���.�

��� + ������5����������*'�:9:�������>�����M��*7�'����� <(* + �����0���7����%N���'�����������8	
���?��*O� ���8%&��������� "@������*'��,
k]���5�W� ���J%&��������� "@������*'�W*7	&� ���J����� + ��������T��*7�T�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !�J�J�������������W� �W� ���J� D –�;�

%&������'����*'������*7���0���$��*3� ���:�'*7���5U�� ���:��� + ������5����������*'�V�0��<("#�1����	
	
���'���5����� <P���'�����������1	
*7�8� ��� + ��*'"#����F���
������%/UTK���*7�@�@� ����4E�=�����, L

-/���O����� + ���% + * + ����������*'�P� � Z ���\�����O��, �Q�����8�O�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !���J�������������a%&��������� "@������*'��,

� ���
' ������� ��� � � ����� � �.��� ����� �.�6����� �V���������!���!��� �E� " " �	� �V�����
� �E��� ���!���.��� � &��� ;�����
' ������� (�� "E���!����� ���� 6� ������� �$�!��� ��� ���!���A� � � ��� ��� � ��� ���.� �

Z ���\�����8��, �
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Z ���\�����H��, �f%&� + ���'���6� ���]	
���� �����]� + ���'�]�'*7� + *'���5����*7	X�H�J�J* Z �'*7���]*7	X� ������%&��������� "@������*'��, -/�����
%&�����������������*'�C�����'*'���'��=���%Q9>��� �W� ���J�h/�������'����*'�W*7	&� ������J�'*7�����U�� ���!�����J*7	&� ������J�'*7������ �W� ���J%&�	
� ��������*'�
*7	P���!�W� ��� + ������5����������*'���g*7	P� + * + ����������*'��4 �g%&��������� "@������*'�?U]����%r������������ ���[� ���^���'����������< ����%
�'*'�����������5����<(*7	�� ��*7���8���!�W� ��� + ������5����������*'����,

s�t ��t��/}@y�� 	�z'{
z

-/�����H%&�����������������*'�r%&��0*'���������������U������ ���;"#*7� �r���������������%[����%[K�������
-
9>*7����%&Lg%&������U>� �����(�

���!�W� *7	N�V�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !�]�J�������������e%&��������� "@������*'�e�'���R"#�]%&�	
� ���%������ ���g�J�J* Z �'*7�����,
k]���5�f�������f�0*7%&����X�����1�����%;	
*7�:�'����������	
���'������*'�?U����'����������������"#���� ���@�X����� + ��*7%/���'�%&, &h + ������0�5�����
%&����'��� "#�%a������� �^� ��%&���'�����6� ������	
*7�X���0�����M	
������� + *7�������  !�6���������UQ���!�W�;�� !���6�J�J* Z �'*7���� + ��*' !��%&�
��� + �����*7�)���=��� + *7�������  !�X��������O�'*7� + �����%P��* � -

�0������O����% Z �!�W�;, -/������X����"#���� ���@�O�����X�'*'�����������5��� U
����%6� ���O�h/�������'����*'�P*7	#��������� + ���O�J�J* Z �'*7����8��� + ��*' !��8� ���O���'����������<C����%>�'*'�����������5����<C*7	#� ���O�0*7%&�����,
���!�W�;�Q�� !*7��%]������������'�N*'�n� ���)�������	
*7��� ���N� + ��'��	
���'������*'�n*7	2���?< + �� + �������0�����)�������;��� �R	
*7�)� ���
�?����"#���*7	��'*7� + *'���5����������%(� ��� + ��*'"#����0��������*7�'�������%Q9>��� �C��*7�'���?�0��h/���0��� �C� ���J������������  !� + �������0�����
���	
� ����0�5��� + ��*7�'�����,

�&��� + �����	 + ��*' !��%&��>���`*' !��= !���59�*7	����5 !������ + * + �������(�'����������	
���'������*'�`�0�� ��*7%&��, � + ��'�����
�������5������*'�H���J�@�  !�5�]��*N�h + ����� ��� ���0	
� �������Q�J�������������]�0��h/� �����Q�0*7%&���� ���0����%6������������ ���0�����M���'����������<a����%
�'*'�����������5����<C9:���5�P�����%V��*W%&�	
� ���3�(�'����������	
���'������*'�o��<#������0,.�&��� + ���� 	P���1������*������%H��*6%&�������������%
�0*7���  !�����]� 9>*n����������%^� 9>*

-
	
���� �����5UN� 9>*

-
�'������� + ��������=�e����'*7�\��������*'� + ��*'"#����0��9:�������e�����(�����%i� �

�'*7� + ��������*'��������%N�h + ������������*'����� ����*'���\��*'���?� ������%&�����������������*'��,
�&��� + ����R� + ��*' !��%&��F��� *' !��= !���59 *7	^�0�%&����� ������F�'*7���r%&�	
� ��������*'�?U^�h/�������'����*'�?U^����%

application.
�&��� + ����^� � ������*7%/���'�� �@*7*7%/������

-of-
	
���j	 �T���'����*'��� ����%��5 !��� �������� � ��� ���'����������< ����%

�'*'�����������5����<19>��� ��9:�������6� ���5<��'���6��%&�5������	 <(� ��� + �������0��������*7	��#�T���  !�����������8�J�������������>����%N�#�T���  !�����������
��c@�59>�%N�J�������������>%&��������� "@������*'��,

�&��� + ������^%&����������C� ��� + ��*7�'����W*7	N�'*'����� �?��*'���W�J�������������[�0��h/� �����H�0*7%&��1%&�	
� ��������*'�[����%
* + ���������*'�:����� ���Q�J�������������>�@*7*7%/������ -of-

	
���?�'*7�����,
�&��� + ����2�1��� + *7�����M� ���Q������������8*7	#�Q�'*'������*7�����%>��� ��%/<N9:�������P�'*7� + ������8�'*'����� �?��*'���8�J�������������

�0��h/� �����B�0*7%&���� ���^ !���B�J�J* Z �'*7����]9>��� � �
-
�0������R����% 	
� �������I�J������������� �0��h/� �����I�0*7%&���� ���@,

��*7� + ��������*'���������J������*1�0��%&�!"#�� 9>��5�W� ������M�0�� ��*7%&������� ���1���6� �?��*7�0*7�@�5���*'�����0���\��������������*'�������'�

imag
�8����%N�M�����  !�����������8�h/���=��%&�%N������ + �����'���7�J�������������>%&��������� "@������*'��,
�&��� + ����#�M�'*'������� ���������0�0���������*7	�� ���8�0��G�*7�#�'*'������� "@������*'��������%N���������	
*7�#	 ��� �����8��������������,
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s�t s����!{ ����{
� !��)	
	��&}

A0h/�� U �&, U ��, ��*7����������� ��� U!�������,@�
���������
,@K�� �����5������� <W��*7������'����*'�a� � ������	
���'�
-
��*7����� � �
�0���@� ���@, L�A0�0������'���

��*'���=�����7*7	 � ��%&��*7��*7�\<
148

 �����
-420.

A�<#� 9>����%/U �E, � ,J����% ��,#�;,M��*7�@�@� �����
���������
,�� + ����������� <j� �? !�����������1������������	
���'������*'�B*7	:-&������������ �g� �
Images

, _1����������� Y�������*'�>� �>�&��*7�0�%&���'���7��*7� + ����� ���\U � *7�����������=Uw�WD

�&�������@����%&��U &, U ��,J�&�������@����%&��UX��:����,J�
���������
,JK�A Z �����
�E���������������'�����;��h/� �����0A0���@*7����� ��� 	
*7�����
-
�&� ���

�:����%/9>������� ��� � ��'*7�\��������*'��, L�� ���-&�����������'����*'����*'�pST��������=� A������ <#����������% �;������� ���
Intelligence 16

�
� 	�� w� 	�	���,

�&�������@����%&��U���, � ,2����%o�),&D>�������0*7*]�
����� � �
,�K�-&���%a�;��h/� �����6��*'����� �?��*'���0ST�������0�����J�;*7%&���� ���H	
*7�
Speec

� � ��'*7�\��������*'��, LH� ��^-&�����������'����*'���6*'�RA0�'*'���������'��U � + �����?UN����% �E���\�����OST��*7�'������ ���
38
�
� 	�� �	 � ���

-2045.

�&���5<@U@kR,\kR,@����%�ST,\A0,\D>������<#�����O�
���������
,7K���*7������'����*'�C	
*7��� �����5������� < Z ������*7	
	�� �������	
���'�)��*7����;���\��������
� ���*'�������'�8�
�0���@� ���@, L#�;�%&���'���7Sw�?<#�����'�

15
� 	�� �	����

-245.

Coggins
U ��,w�
���������
,w��*'�? !�����������*'��,

������������5U�D>,�����%�-&, � ,!��, � ���%V�
���������
,!K��W������� ��*7�0�������@*7*7%/������
-of-
	
���8���������, L ��*'���=������*7	M� ��� � *'<#���

�E���������������'���&�E*7�'���� <
46
� ���  ��� �

-464.

�)4 A0�@*7����� ��*'U � ,��&,�����%a�;,&A0,I�E��� + ���5���N�
���������
, Goodness-of-
Z ���)-&����?��� m ���� ,TD>�59��J*7��c\U��;�����'��

Dekk
��=UT� ���',

�)��9>����� U$�&,'�;, U7A0,7ST,'�J� G�%&�5�?"#*7��U$��&����,7�
���������
,7K���*7������'����*'�C*7	�� �����5������� <�_1������������*'����� �X� � �
�0���@���	
*7�
Computer-

A0��%&�%i-&���������P������������	
���'������*'��, L]� ��i-&�����������'����*'���>*'�o�;�%&���'�����
�0���@� ���
12
� ��� 

770-781.

����%&��U � ,/����%0ST,F�:�������
���������
,/ST��������=�6������������	
���'������*'�6����%3�E�'�5���#A������ <#����� , D>�59��J*7��c\U ��*'�?�:kR�����5<(����%
Sons.

�J����=<@U � ,w��,w�
���������
,wK�-&������ ���Q	
*7�@��*7���0������� <#, L
Biometrika 34

�	 � �
-242.

�J������\U>�J, U ��,2�;������� �?U���3����,1�
���������
,2A�����*7�0����� ��� �E��@�0�5����������*'� *7	(�������
-
&����*H� � �:���%`�)����� ,

� ��	
*7���0������*'�>ST��*7�'������ ���Q� �:�;�%&���'���7�
�0���@� ���\U

G
�����?U �:,W����%F�;, �E�����0��%&�V�
���������
,WK�-&�h/�

-
� ��%&� + �5��%&�5��� � + ���c@��o�
%&�5������	
���'������*'��, L`� �� �E���\�����

ST��*7�'������ �����;���@��Y�� ���
11
� ��� w���

-32.

��*7��%&���?U �;, �
,@����% �&,��!�]�
���������
,@��*'�? !����@�5���'� � ����������2	
*7��� ��� /��A +T+ ��*7�����a��*M�;��h/� ������2*7	 &h + ������
A0������������'� �������, �;�����������?������������ ��������� �����8*7	�-&����?��*7��*7�\<@UwA0������	
���'�����7� ������������@�5���'� �&��"#*7������*7�=<#,

�;���&�����������?UT�J,���,w����% �2, &,w�&����	
*7��%N�
���������
, �;��h/� �����$�;*7%&���� , D>�59��J*7��c\Uw�;�����'��7�)�c@c@��=UT� ���',

�;�5<#��=U!��, � , U!ST, �:, �&������%/U!��$����, �
���������
, K � �����*7� + ��'���  !�O��*7������'����*'�P*7	#� �����5������� <W� �?��*7�0*7�@�5�����������2� �
� � �
, LM� ��N-&�����������'����*'����*'�:�;�%&���'���7�
�0���@� ���

14
�
���  ���

-41.

�;*7�����5U��&,4�E, U$�E,�;,?ST� Y���=U���#����,?�
���������
,?K��J*7*7�
-
� �? !�����������@_1������*'�]*7	 Z ���\������������� + �� &	
	
��'���8*'�P��*7����

*7	��
�0���@�8�)����� ���="#�����'���, LM��*7� + ������@_1������*'�>����%N�
�0���@�
	���%&�����������%&� ��� Submitted
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ST� Y���=U;�E,\�;, U#�),!/"#���� <@U#�������,@�
���������
,@K��J*7*7�
-
� �? !�����������/_1������*'�C*7	 Z ���\�������4����� + ��7� �����;��� ����0�������'��*7	

��*7�����, LM��*7� + ������@_1������*'�>����%N�
�0���@�
	���%&�����������%&� ��� Submitted

� ��<@����=U ��,E��,�kR,E����%3�), ��,/�&������
���������
,F�E�0*7*7� �6-&�������*7	T�J*7*7%/�������*7	 Z ��� , ��h/	
*7��%/U ��h/	
*7��% 	����  !�������� <
Press.

� ���%/U$-&, � ,7��,7����%QD>,'A0,7��,7������������)�
���������
,
Goodness-of-

	
���T�����������������'��	
*7��%&�����'������J���������  !�����������J%&����� ,
D>�59��J*7��c\U�� + ��� ���@�� -Verlag.

�E��������c@*7	
	 U � ,��
����� 	��
,�ST��������=�H����'*7�\��������*'� ������������������'��� U������=���'� �������&����%����5�������&� +T+ ��*7�������� ,D>�59 �J*7��c\U
��*'�?�:kR�����5< � �E*'����UT� ���',

�E��� + ���5����U �;,\A0,@�
���������
,@K�&� Z �E���������������'�2	
*7���@*7*7%/������2*7	$	
��������%���*7�0���'*7� + ��������*'����, L���*'���=������*7	$� ���
A0�0������'��� �E���������������'���'A0����*7�'��������*'�

69
� ������� w��� �

-737.

-&���������� ���@��*'�?U��),:�;, U>A0,>�J,:�;, �E�0��� �?UV��]����,>�
���������
, �E���������������'���NA������ <#�����R*7	 Z � �������n�;��h/� �����
Distributions

,w�&���������������=U ��*'�?�:kR�����5<(����%
Sons.

kR������:�
�
� U!kR, �;, U!kR, &, �&,!�J�����0��*'�?UJ��8����,!�
���������
,!K�A0%&� + ���  !� �E��@�0�5����������*'�g*7	$� � �8�)������, L3� ��
-&�����������'����*'����*'�:�;�%&���'���7�
�0���@� ���

15
� ���  ��	��

-442.

kR���� U��;,��
���������
,�K�A +T+ ��*7h/���0����� ���gST*7���������*7���)��������� "@������*'����"@<g�;��h/� �������, L ��*'���=�����Q*7	X� ��� � *'<#���
�E���������������'���&�E*7�'�

ety 55
� 	��  � � �

-422.

�!�?�������\U �J, U �J,;�8�������\UM��2����,#�
���������
,#K��J�������������a�;��h/� �����0�)�5������� <W�;*7%&���� ���\UM�)��'*7� + *7��������*'�?U8����%
A +T+ �����'������*'����, LM� ��N-&�����������'����*'����*'�>�
�0���@�8ST��*7�'������ ��� 5

�
��� w� 	����
-1302.
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���������	��
��
 

CLASSIFICATION

� ���&�&����� � �$��� ��� # � ���>� � �����&�&����� � ������# � ��� #������ ���A��(������ ��� ���

-
�����0���UT����� �

-/�����P����� + ����C%&��������������P���5 !������ + * + �������W�0�� ��*7%&�a	
*7�W�'����������	
���'������*'��, Z � ���������J�������������
�0��h/� �����3�0*7%&���� ���W���1*'���0�������g�0�� ��*7%/UM����%H���2��� + ������5�����%H� �g%&���������,.-/9>*6����������%H� 9>*

-
	
���� �����

(two-dimensional
� U�� 9>*

-
�'������� + ��������=�H����'*7�\��������*'� + ��*'"#����0�J�����2�����%6��*N����� �������������Q� ���Q* + ���������*'�]*7	

� ������>�0�� ��*7%&�N����% m ����������	 <R� ������ + ���	
*7���0�����'�>� �i������0�N*7	�� ���>���'����������<R����%n�'*'�����������5����<]9>��� �
9:�������>� ������8�0�� ��*7%&������"#��'���59`����� + �����,

u�t s�t��<�)	6�&{ |�{
�\yI	����	�|
|�x��5y �2x��'� !@y�{ |�{
�\y

Thi
� ����'����*'� �h + ����� ��� � ��� �'*'���'� + ��������'��������=<�	
*7�[�T��%&�����������%&� ����� ��� * + �������� ���

�����������'��������������'��UC�������5���@� ����UC����%^9>���c\����������*7	W� ���R%&�5������� <r��������0������*'� �'*7� + *'���5�����V*7	6���5 !������
�'*7�0�0*'�W�'����������	
���'������*'�W��<#������0��,o�)������'�T�'*7� + ��������*'����"#�� 9>��5�6	
� �������M�J�������������6�0��h/� �����M�0*7%&���������%
*7� �����������?��� m ����������)�0��%&�)��*:�0*7���  !�����)� ���)�������'����*'�W*7	&�J�������������W�0��h/� �����J�0*7%&���� ���:����� ���J	
*7������*7	
� �����]%&�����������������*'��, -/9>*i����������%/U>� 9>*

-
�'��������U>� 9>*

-
	
���� �����;�'����������	
���'������*'� + ��*'"#����0�P�����W�����%`	
*7�

illustration.

u�t s�t s�t����>�"�2x�� 	�|�x6� ���>�
-
~#x6	�|
���x�� ���>�

-
�E� 	�z'z�F��

blems

Z *7�C� ���6 !����������� Y�������*'������%B������� <#�����a*7	3� ����* + ���������*'������% + ���	
*7���0�����'��*7	3� ��� + ��������=�
����'*7�\��������*'����<#������0�]%&�������������%e� ��� �����P%&�����������������*'�?U�� 9>*f����������%`� 9>*

-
	
���� �����;� D�� 	�� U�� 9>*

-
�'�������

(Nc
� 	�� + ��*'"#����0�O����� + ������5�����%&, Z *7��"#*7� � + ��*'"#����0��U2� ���X� 9>*�	
���� �������������%&������\�������%a	

0
����%a	

1
,
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-/������O	
���� ������8�����O%&�����'������5�!� ���5<C�'���P��������� �P���?<C� ������@��& !��� ���O	
��*7� � ��* 	�����,B-/����%&��������� "@������*'���2� �
� ������ + ��*'"#����0�������M�0*7���  !�����%�"@<�� ���M� �����5������� <�%&��������� "@������*'����*7	T�������������� �6� �?��*7�0*7�@�5���*'�����0���\��������
�����*'�������'�8� � � �����0���@���,

��*'������%&��^� ��� + ��*7��*'� %&�5������� < � � ���0���@�[����*'9:��� � Z ���\����� 	�, ��, �
�;�'*'������� ���j���
� �?��*7�0*7�@�5������ <(9:�������V���)���5 !������%N"@<]��%&���0�0� ���(� �V� ���:� ��	
�����*7�M�'����5"#���� �����
��*'9>�� + *7������*'�V*7	�� ���
"#����� ���
,CAj���'�������� + ��*7��*7	T�����J������% -

����"#����%�9:�������M�0��������!����� + ���������%0�����!������% -
����"#����%0�@����<��0��������

����� + �����	
��*7�^� ���������0���@�8�����8����*'9:�>� � Z ���\����� 	�, 	�,H-/���8�	
	
��'�?*7	�� ���8� �?��*7�0*7�@�5������ <(�����'�������,

0

50

100

150

200

250

0 100 200

P
D

Row

"train.white.data"
"train.grey.data"

� ����������� ���!��� � ��� � ���!���M� ����� � �!� ��� � ���.� � ����� � �.� ��� � ����� ����� �;� � �����
	!� �
Z ���\����� 	�, � Z ���\����� 	�, 	

	�, ��, ��, ��,wST��*'"#����^�M�)����'��� + ����*'�>����% �
��������	
���'������*'�

Z *7�#ST��*'"#����^��UT� ���8� 9>* + * + ����������*'���������8%&������\�������%N���������?A^����%N�����������&,
���������g� ���g%&������\���%r��*e�0���0���R� ���^� �����5������� < %&��������� "@������*'��*7	a*'���i�����������i� < + �i� �����

� �?��*7�0*7�@�5���*'���O� � ���0���@�, �
�O���3� �?���3�C�@�5���������� Y��% + ��*'G���'���  !�W�J�������������j%&��������� "@������*'��, �
�����
%&�	
� ���%Q"@<6� ������)���T"#���8�

-
� + ��� ������
ST�������U Z �����?����=<>��T����,E����� � �&����%3	
*'��������*7����* + ���2�'*'������*7� �J����������������U

��, �, U&� (0)...G(3) ,�&�����6� + ��� ���M�@*' !��=����*'���M*7	T� ���M� ������ + �������0��������*7	T� ���M�'*'����� �?���J*7	T�J����������������U&��, �, U
*'���1� + ��� ���1	
*7�8������H�'*7� + *'���5���!*7	!� ���Q�0����( !��'��*7�2����%6*'���Q	
*7�2� ���� !�����������'�,�-/��� + �������0�������M*7	
� ���X�'*'������*7�!�J���������������O�����X�@�  !�5�;� �;-&��"#��� 	�, ��,�Aj !����������� Y�������*'��*7	�� �����'*'������*7�#�J����������������4$%&�5������� <
	 �T���'����*'���?9>��� �>� ���8�������'cQ*7	

µ(t) 	
*7�#� �  [0,1]
*' !���������%N��������*'9:�>� � Z ���\����� 	�, ��,
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�2�\y&|��� � ���
G(0)

f0 f1
�2�\y&|��� ��s��
G(1)

f0 f1

Mean 80 112 Mean 112 56�2� �;	��
f0

324 0
�2� �;	��
f0

1 0

f1 0 324 f1 0 1

�2�\y&|��� ��u��
G(2)

f0 f1
�2�\y&|��� �����
G(3)

f0 f1

Mean 144 56 Mean 192 112�2� �;	��
f0

1 0
�2� �;	��
f0

324 0

f1 0 1 f1 0 324
� ���&�6�&�.� � ��� �����>� � ����� "E���!����� ���!� #��6� ���;�&��� �!���� #��� �V���!������� �����

���!� � � �.� � � �!��� �������  �� � � �!� � � �������
-&��"#��� 	�, �

f1

f0

255

2550

0

t=0 t=1

t=0.3 t=0.6

� ����� ����� �V���!������� "E���!����� ���!�&���! #����� ���.�����A� � µ(t) � � � [0,1]Z ���\����� 	�, �

-/���)����� + ��� �C�@�5���������� ����������� + ���)	
��*7�B�����������(�����J�@�  !�5�X"#���*'9>,PA + �������0��������� !��� ���5U�� U����
����*7���5�^	
��*7�q�X�T����	
*7���q%&��������� "@������*'�?U 	0� � U����
, -/���6� ������6� + ��� ����0�����6�5 !��� �������%g����� �������� !��� ���5U
� ������5"@<j%&�	
� ��� ���;���B����*7����* + ���6�J�������������I%&��������� "@������*'�?U:�J� µ(t)U Σ(t) �
, A ������%&*7� ����� + ���C���(� ���5�
�@�5����������%N	
��*7�^� �����?%&��������� "@������*'��,

���
t ∈U 0 , 1[ ] ���
	��	���������	��
����	��
�����
 "!����$#%�� "�&��� '(�)�� "�*�

+�,
µ 0

( t) = BSpline t µ f0

G(0)( )
, µf0

G(1)( )
, µf0

G( 2)( )
, µf 0

G( 3)( )
-
 

.
 

/
 /
 

0
 

1
 

2
 2
 

3�4
µ1

( t) = BSpline t µ f1

G(0)( )
, µf1

G(1)( )
, µf1

G( 2)( )
, µf 1

G( 3)( )
-
 

.
 

/
 /
 

0
 

1
 

2
 2
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���
σ (t ) = BSpline t σ

G(0)( ), σ
G(1)( ), σ

G(2)( ), σ
G(3 )( )� 

�  
�  
�  

�  

�  
�  
�  
��� Σ (t ) =

σ (t )( )2 0

0 σ( t)( )2
�  

	  


  

  

  

�  

�  

  
  
  

���
x ~ G µ t( ) , Σ t( )( )

�����	�
��� �� ����
��������� �������	������ ����� ��� ����!�����
��"#����$#����
������� �%���%� �&����'(��)*�������+"#��,.-���'(�	)*��/
0 �1���	�324�����657��'(�+���
����	����58� ���	�3� ���.� �&����'(��)*���������������9�	�:�:��;+�357���:�:��������3�����
��"#���9� �*$#���957���:�:���������� �
< �=�4� >?�	�59����59����)*)*� ���A@	B	B�C�D EF����59� �&"#�A�����	�
�#�G��HI������57�A� ����+"#)J���+"#�#�:���	� "#��K��$#�	;+�K����5L57����� �����
��"#�:�:��M;+�+���
���
��������� �N�:���'O� ���P� �&����'(��)*��������� �4/Q�����	�
���O����� ��������:����P���$#����
��������5R2*���S'="#����� ���	����	���
TM��"#�
�
�����U57���
���� 2*"#�����+�R>?��� �U�=���	�)*�����
������+$#��;V���	�������;+��EV��/ ��/ EV�����W���	�������;+�M���#;+���;X"#���	�� �?���4'('(�������;+/ 0 ���
$#�	��	'(����������	���)*� �����?� �?Y7��24���VZ�/ Z�/

�E� 	�z'zW[
f0 f1

Mean 128 128�2� �;	��
f0

1296 0

f1 0 1296
� ���&�6�&�.� � ��� �����>� ��� � �������

Y7��24���VZ�/ Z

Y7��	� ��� ��)(����5?Y7���
��� ��)R\]���V\]� ^����
_ ,.��57� "#'`�
� ^��A� "#'(�����E�'="#����� $#���A'="#����� $#���A�
;+��������
���������
���+����E
����5a��� ����W$#�	� ��������)*�����F;+���L;+�+����#���)*���+���F� �L��HI;+���
�F���V@	b	'(' 3 /c�(�F�A�����"#��� E4B	d	dA�
�	'=$#������E4)*� �����U� ���
@	'('e� ��������
����;+�.����5gf�'('e� ������	�
����;+�.����
��� "#�����+�6;+��'('(�+��� �h�����	������24���i"#�
� ��)%,.-jEa�	��.)*��������	��� �
�����	������24���k�:���'h�P�
� ��)*���F$#�	�����������:�������	� ��� ��)JE ��/ ��/ E(l

S(tr:B) lnmWB	d	d	/o�p�������	�7���jZ�q	d	dk�
�	'=$#�����!�	���"#�
��5
�:��F�����
��� ��)(�
� ��;+�1���V�����	���
�K����	�
�+����24���A���K��H
$#��;+�V� ���	�V�	�V�����	�
�V� ������A��� �����;+�	�
����;+�+�����	� ��� ��)R� ���A�����
��"#�
���W� ����������
�	>?�+"#��5=24�!�����	������24����E7��/ ��/ E1l

S(te:B) lnmrZ�q	d	d	/i�.���	������ �a���W��������� ��HI���
�&�:��4� �������$#��5R��HI����	;+�����+�
����� �����
�K�
�	'=$#�����A�:���'G� ���K��'(�	)*���
/sY7�a� ��57��;+�	���K��tJ"#�	��;+���	�
� � ����� ����� $#��+24��24��������������E�� ���S;+��'=$#����� ��)
$#�+$W"#���	�����+�&E1�����	�
�=�=E1���(���$#����
��������5L2*�u���v��tJ"#�	�4�&"#'=24��K���A����	� ��� ��)N����5w�����
��� ��)��
�	'=$#������EA��/ ��/ E

|S(tr:A) lnmWB	d	d!����5cl
S(te:A)|=2700.

x=� ���� 0 �&����'(��)*�������+"#�e,.��57�	�����������
_ ,.���&�y��� ����z��'(�	)*� ��){'(��57�	�����������|��H
��� 24���
� �&����'(��)*���������������
/ 0 �&����'(��)*���������������W��������24�����i�����+>P�i���F24��$#����
�����W� �K}

-
����?��Y3��'(�	)*��� �	� �M�����"#���

����24���	'p���	�57����� ��)*/ 0 '=$#��+$#��k\]~W�7��Y��	�������&"#�	�����+��;+��'=$#�����
�	�����+�g;+���g�	���
�i57��'(�+���
����	���3��$#�	�����	�

correlations.
Y7�a57��'(�+���
����	���K� ���K;+��������$#�+��57����;+�M24��� >?�����.� ���K�����	�
�#�G����59�����	�
�=�L57���
���� 2*"#�����+���=����5

� �����
��$#����
�����(� �O� �&����'(��)*�������+"#�L'(��57��;+�	�P��'(�	)*����E3� ���%57���
���� 2*"#�����+���U;+����24�?"#�
��5����g)*��������	���
�
�	'=$#����������51$#���5I"#;+�M���
��'="#���	����53��$#�
��"#57�

-
'(��57��;+�	�j��'(�	)*��������� ��)P� >?�k�����
��"#�M� �*$#���
/g�*��)J"#���Z�/ CR���

�+����$#���
�
� 24���?$#�
��"#57�
-
'(��57��;+�	�P��'(�	)*�?24�	�
��5��+�h� �����
�%57���
;+�� $#�����+���
/ \]�	'=$#�����U�:���'������	�
�R�(� �

distri
2*"#�����+�`�	���"W�����:���'(� �o��$#����	5v�	;+����
�?;+��� "#'=���?d

- � C�����5�@	B � -Z	f � /������	�
�?�7� �?�
�	'=$#�����?�	��
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���������\���%6��*N�'*7� �������#����� ���0�Q������%&*7� + ���'cN	
��*7�e�Q�J�������������3���� !� ���N�Q�0����P*7	#� 	 �Q����%>�Q��������%&����%
%&�5 !��������*'�j*7	���	�, -/���W	

0
 !��� ���W�@�5����������%o	
*7�N������j����� + ���W� + ��'��	
����0�����0��*'9 �?����"#��=UQ����%g� ���

�'*7������ + *'��%&� ���W	
1
 !��� ���0� + ��'��	
����1�����1� �����5������� <#, �����N�0��������*'�n����� + �����9>����N�@�5����������%]	
��*7�r������

%&��������� "@������*'�I��* + ��*7%/���'�C� ���C���0���@�, ���������3�&4 �3� �����5������� <i� �?��*7�0*7�@�5������ <i���3�'�������� <V !����� "#���W���3�
�'*7�������������*'�0"#�� 9>��5�a����������� + �����4 � �����5������� <6����%(��*'9i�?����"#���,VA0��������������&*7	�� ������� �?��*7�0*7�@�5������ <@U$���
���8%&��	
	
���������$��*X%&������� ���\�������P����� + ����$"@<C� �����5������� <N�������� ���O��* + ����%:"#*7����*7�e*7	$� �����2���0���@�,I-/�����	
	
��'�
*7	$� ����� �?��*7�0*7�@�5������ <W���2%&��� + ����<#�%19:���5�a���a� �����5������� <W� ���������*7��%&� ���X������������ + ���%(��*:%&������� ���\�������C� ���
�'�����������,H-/9>*O�0���?�����7� ���������*7��%&� ���@��	 ����� ����#����� �������������8� �������	
	
��'�?� Z ���\������ 	�, ������% 	�, ���
,

Pseudo-
� �� 6� � ��� � ����� � � ���!���.��� �� #� � � �!� ���.��������� ���

f0
���>� ����� �>����#3���! 

f1
���>� ����� �>� �!� ���!��� � ���

� � ������� �.� ��� � ���>������� ���������>��� �����6���! #� � � �6��������� ���!�>� � �����>�
mage.� � ������� �.� ��� � ���>������� ��������� �����!���.��� ���.�������

Z ���\����� 	�, �

� # �������!� ��� ���6�������6���  6� ��� �>� � �����&� �����! 6�
-
� �� 6� � ��� � ����� �>� � �;� � �����
	!� �!�

� ��� � � � ������� � �����>� �!� ���!��� � ��������# � � �6���@�
� ���!��� � � � � ��� �.�&��� � (6� ��� �$� ���
Figu

��� 	�, � Z ���\����� 	�, �
�
���'���0"#�����0���@� ���%�� �������������a���a���0���@���'*'����%(����������&	
��*7� �ES &��-&,i-/���)�'�5���������?����@��*'�?U$��, �, U

���������N�/UO�0���\���)�'*7������ + *'��%C9>��� �i%&���0���@�%n�����������:���� !� ���]���%/���'�%C� + ����c@�>*7	�� ���>����*7��* + �,l-/���
� �?��*7�0*7�@�5������ <H�0��<(���� !�:������������%C	
��*7���������5�?��������*'�V	
��*7��� ������= !�5��� ���(�����=���'� �������, -&*3���'������������ <
��������0�����Q� ���Q�h/���5���#*7	!� ���Q%&���0���@�%6�����������5U�� ���Q� �?��*7�0*7�@�5������ <#bT�������5�?��������*'�]�������7"#�O�'*7� + �5���������%
	
*7��,�-/�����M%&�����������������*'� + ������5�����M�Q������?��� m ����9:�������P���8�'� + ��"#���O*7	#���'������������ <C	
*7���0� ���N� ��������'��������=<
�����������8�0*7%&�����,
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	�, ��, ��, 	�,wST��*'"#���� 	��)����'��� + ����*'�>����% �
��������	
���'������*'�

�
�0���@� + ��*7�'������ ���:������?��� m �����U���, �, U��0����W	
�����%3�'*7������'����*'�?U��'���W����0*' !�J�0*7���T*7	&� ���M�	
	
��'����*7	
� �����5������� <n� �?��*7�0*7�@�5�����������:� �o�0���?<n���0���@��:� A�<#� 9>����%V����%V��*7�@�@� ���:��������� ��*'�?������*'�?U!A0��c@� ���:��2����,
����������kR������J�
�
� U��J�����0��*'�H��!����,����������
,�-/���Q����'*'��%6� 9>*

-
	
���� �����Q� 9>*

-
�'������� + ��*'"#����[����������M	
��*7�[� ���

������0� ��������*'�H*7	�� ���1� �����5������� <P� �?��*7�0*7�@�5������������,r-/���1������������ ��� + * + ����������*'���J�����Q���	
������%6��*N���M���������
A04�����%H���������1�&4 , �E� ���'�0� ���0� �?��*7�0*7�@�5������ <;�'*7������'����*'�a�����1�����������0�	
	
��'�2*'�g����������A�U8����������Ar����%
���������OA04#���� !�W��%&�5�������'��� + �������0������� Y�������*'����, ���������3�/U2��*'9>�5 !��=U1���3����������	
*7���0�%o��*]���^������ + �����'���
�J�������������>%&��������� "@������*'�?UT�����������&4 ,H-/��� + �������0��������*7	�ST��*'"#���� 	�4 ���'����������������8�@�  !�5�>� �>-&��"#��� 	�, ��,

�E� 	�z'zW[��
f0 f1

�E� 	�z'z ���
f0 f1

Mean 128 128 Mean 128 56�2� �;	��
f0

1296 0
�2� �;	��
f0

576 0

f1 0 1296 f1 0 324
� �&�.� � ��� �����>� ��� � ������� � ���! %� � ���������

-&��"#��� 	�, �

u�t s�t u�t ~#x6	�|
���x � 	I	��'x

Z ���� ������� + ���'�����2� ��������������%&���0�5������*'�������������@��*7	$� ��������� + ����&"#�� �����'*'������%&����%&,VAB����� + ���
�'*'����������� ���H*7	�D ������%&*7�  !��������"#�����UQK�	
���� �������L�UQ�0� + �0���^*'"@G���'����*]� + *7� ���)� �i���VD -

%&���0�5������*'�����
K�	
���� �����N� + ���'�, L Z *7�)� �����O%&�����������������*'�;�����!	
���� ������O�����X�'*'������%&����%P��*1"#�X*7	��'*7�0�0�5�������������J�T��������U
����%�� �?���2	
���� ������� + ���'����� /���'����%&�����, Z *7���0*7��� + ��������=�C����'*7�\��������*'� + ��*'"#����0��� �������������C���'�'� + ����"#���
��������� + ����*'��,Vk]���5�C���&%&*7��&��*7�w��*7��%/U�������?��� m ������h/�����T	
*7��������'����� ���:� ���J	
���� �����! !��� �������*1� �����T� ������
�0�����@� ����� b0� ��%&�  !��%/�����  !�����������'��������!��*7���0����� Y��%0����%0� �?����� ������ �T�������������M�0��%&�M�'*7�0�0�5�������������5U&��, �, U
	
���'��*7��������� <#������*7	T�'*7�������������*'�6����%0�'*' !�����������'�M�
����%&�J����%3�:��������������� ����� �6����%0����%&������������ ����� �6���������
�;��*(����%������ �����������
,�D>�5�������7���� 9>*7��c(����������������������� !�:%&��0*'�������������%N�?���0���*'���)� +T+ �����'������*'���)� �
9:�������g�������g����������	
*7���0�2���� !� + ��*' !�5�g��*�"#��"#�5���	
���'��������*6� ��� + �������0�����O�������'����*'� + ��*7�'�������1� �;��*
����% ����� �V���������
, �:*'9>�5 !��=U�� ��������*7���0����� Y�������*'�V����*'����%N"#�:� +T+ �����%N9>��� �V�'�����:��� ���'�:������� + *7����� "#���1��*
������0� �������8�h/���'��� <(� ���8�����������*'������� + ��*'���\���?� �>� ���8%&�����M� ����� �>��������� .

u�t s�t ��t��&��	�|
|�x��
grams

��*'������%&��3� ��� 	��B��������*7�@�����0������*'9:�B� � Z ���\�������	�, �P����% 	�, ��, k]������� + ��=��� + �Q !����������� <
� +T+ ������ ���\U2*7�'�'� ������*'�;���O�N�����\����	
���'����� + ��*'"#����I9:���5�;�������� + ��� ���>��*�� ��� + ��'��� ����%&��������� "@������*'��*7	�� ���
%&�����#9:���5� + ��*'G���'���%N� ����* 	��>9>��� ��*'���������#� ����������'����*'��,
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	 � �6� �����
���.� � � ��� � ������� ���.�&� ��� ���� ���� � 	 � �6� �����
���.� � � ��� � ������� ���.�&� ��� ���� ���� �
Z ���\����� 	�, � Z ���\����� 	�, �

�E�'����������@�����0�2����� 	�� + ��*7���2� �09:�������a� ����� �����5������� <W���������� + *7� �����'*7������ + *'��%&�2��*:� ���)����������  !�

f1

f0

255

2550
0

f1

f0

255

2550
0

�!� ��� � ��� ���.� � � ��� � �������"� �!� ��� � ��� ���.� � � ��� � ������� �
� �V� �����!� �&��� ��� ��� � ������� � "E���!����� ��� ��� ���!���.��� � &��� ;�����
' ������� (�� "E���!����� ���

Z ���\����� 	�, � Z ���\����� 	�, � �

f1

f0

255

2550
0

f1

f0

255

2550
0

�!� ��� � ��� ���.� � � ��� � ������� � � �!� ��� � ��� ���.� � � ��� � ��������� �
� �V� �����!� �&��� ��� ��� � ������� � "E���!����� ��� � � ��� � � � ��� � ��� "E���!����� ��� �

wit
�;�6�&�.� � ��� �����>�  ����!��� � ��� ����� � ������� ���.�����������!��� ����� �V����������� �� %� � �������

Z ���\����� 	�, ��� Z ���\����� 	�, � 	
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��� m ���5����<]*7	�*7�'���������5���'�:*7	����'*7��"#� ��������*'�V*7	�� 9>*0	
���� �����2 !��� ����J� �H�:�'*7������'����*'�H*7	������ + �����,r-/���
����� + �3*7	M� ���3%&��������� "@������*'�o*7	8� ���0����� + ����1���2"#�������O���5 !������%H� �g� �����1�0���?����O� Z ���\������ 	�, �3� ����*'���\�
	�, � 	��
,H�J��*'� + ��*7	������ + ����?���� !� ���Q�����0�������@ !��� ���� + ��*7%/���'�8�'��*'��%&��*7	������\�>� �����5������� <#,

�
	 D�� 	�U����#��� + *7����� "#���Q��*N%&�5 !���* + ���'����������@�����0�#9:��*7���Q��h/��M�'*7������ + *'��%6��*N� ��� + ��*'G���'����*'�P*7	
� ���J����� + �����*'����*1�)�'*7��"#� ��������*'�W*7	&	
���� �������*7�?�?< + ���	
���� �������U���, �, U��)��� ��������'*7��"#� ��������*'�W*7	&	
���� �������U
�, �@, U$����@�5� + ��*7�����
����%&������%J�:�����T��������� ����� �W���������
,��E�'����������@�����0�������!��*7�T�����0�����%3��*1�'*7*7��%&� �������J��h/����
�'�������� �>� +T+ �����'������*'���?"#�5���	
���?	
��*7�� !����������� Y�� ���Q� ���8%&�����# !���M���'����������@�����0�?���� !� ��� + *7�����#��h/���,

�J�  !�5� � ���B%&���@�������a%&*7�0��� � � �r9:������� � ���B�����@*7����� ���0�f*7	H� �����R%&�����������������*'� �����n"#�� ���
��� + ����0�5�����%/UX*'��� <I%&�����'������P	
���� �����P� + ���'��>����%i���'����������@�����0�>�����3"#�� ���n�'*'������%&����%&, -/�����1����U
	
���� ������ !��� ����#���� !�Q�1	
��h/�%6���5 !��&*7	 + ����'������*'�?U�*7�=U�� m ���  !�����5����� <@U�� ���5<a�'���]*'��� <C��������� �P�Q	
� �������O����$*7	
 !��� �����, -/�����O�'*'����������� ����������*7�������0����� ���>� �;�0*7��� + ��������=�;����'*7�\��������*'� + ��*'"#����0��, �)���@�������!���0���@� ���
������?��� m ����8���������%/<C�h���� "#���$� ������O�'*'����������� ������,e�&� �?��� ���X���2� ��� + ��*7�'�����"@<X9:�������a�'*'����� �?��*'���2%&�����O���
�0� +T+ �%]��*>�0%&�����'������N	
*7���0��� U8��, �, U8�0�'*7������'����*'�n*7	�"#� ���QbP�'������Qb3"@���'c@�����,�AB�?����"#���*7	�"#� �?��� ���
������?��� m ������h/�����9:�������>�0� �����0� Y��8� ��� + *7����� "#������� <(� �����?� ����������������	
*7����9>�����'���� !�8�M�����\����	
���'�����?�	
	
��'�?*'�
� ���0��� + ������5����������*'�g*7	8� ���0�'*'����� �?��*'���1%&��������� "@������*'��,.-/�����1%&�����������������*'�n%&���������������"#� �?��� ���6� �n�0*7���
%&��������7� � �E��'����*'�:��, ��,

u�t s�t ��t &� 	&��� 	�|�{
�\yCv:{
z�|��{ �&�&|�{
�\y�z*�wv:x�y�z'{ |
}Q~@�&y���|�{
�\y�z

ST* + ����������*'�^%&��������� "@������*'���0�����6��� + ������5�����%a����� ���H%&�5������� <f	 �T���'����*'����, �J�  !�5�i�6����� + ���5UO�
%&�5������� < 	 �T���'����*'� � +T+ ��*7h/���0������g� ��� + ��*'"#��"#������� < *7	P� �����a����� + �������� !� ���[*7�����@� �������%r	
��*7� � ���
������*7�'�������% + * + ����������*'��,VA0�������������� U$��%&�5������� <>	 �T���'����*'��4 ��%&*7�0��� �W����	
���� �����J� + ���'�5U�����%3���w���������T�����
� ������@������, �)�5������� < 	 �T���'����*'���n�'���F"#�V !����������� Y��%�� ���^���'����������@����� ��* + ��*' !��%&�i� m ���������������  !�
�T��%&�����������%&� ���>*7	�� ������J����� + ������%a*' !������ + U���, �, U��'*'������%&�� Z ���\������ 	�, ���W����% 	�, ���W� �69:�������6"#�����\������
� �����5��������������'*7������ + *'��%N��*������\���� + ��*'"#��"#�������������,

f0

f1

0
0 255

255

f0

f1

0
0 255

255

� � � �!� ����� ����� ���!��� � � � ��� � ������� � � � �!� ����� ����� ���!��� � � � ��� � �������
��� ���
	��� �
� ���������
	��� �
�
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�)�5������� <�	 �T���'����*'���V�'���`"#�o%&�	
� ���%[�h + �����'����� < *7�P��� + �����'����� <#, &h + �����'������� + ������5����������*'���
��������0������� ��� + �������0�������X*7	)� ����	 �T���'����*'�f	
��*7��� ���(������� ��� ���a����� + �����, Z *7�1�h/��� + ���5U)���J�������������
%&�5������� <;	 �T���'����*'�g���1�'*7� + ������� <;� + ��'��	
���%�"@<;�3�0����g����%]�'*' !�����������'�, 	0��� ���6� ���N����� + ����Q*7	2� ���

+ * + ����������*'� ��� + ������5�����%["@<q� ���B���'����������@�����0�f� � Z ���\������ 	�, �`� ����*'���\� 	�, � 	�UV� ���I�0������R����%
�'*' !�����������'���� �>-&��"#��� 	�, ������� + ��*7%/���'�%&,

-/���[������%&*7� �	
	
��'���j� �?������5���;� ���F	
� �������[�� + �������'���H����� + ��� ��� �'�������[� ���[��������0�����%

+ �������0�������X��*a%&��	
	
��1	
��*7� *'���(� �����������'�(*7	J������� + ��� ���a��*C����*7� �����, A0���h + ��'���%/U���*'9>�5 !��=U)� ���
��������0�����% + �������0�������J�
-&��"#��� 	�, ��������%W� ���2�T��%&���� <#� ��� + * + ����������*'� + �������0�������J�
-&��"#���� 	�, ��U 	�, 	�U�����%
	�, �����'��*7���� <(�0�������>	
*7�#� ���8�J�������������>����� + �% + * + ����������*'����UT��, �, UT���������?A�UwA04 UT����%N�&4 ,

�E� 	�z'zW[
f0 f1

�E� 	�z'z �
f0 f1

Mean 128.345 128.288 Mean 131.113 84.201�2� �;	��
f0

1247.353 0.055
�2� �;	��
f0

1480.644 0.237

f1 0.055 1335.568 f1 0.237 477.967
� ����� ����� �� #"E���!����� ���I�6�&�.� � ��� �����>� ��� � ������� � ����� ����� �� #"E���!����� ���I�6�&�.� � ��� �����>� ��� � �������

�E� 	�z'zW[��
f0 f1

�E� 	�z'z ���
f0 f1

Mean 128.345 128.288 Mean 128.230 56.144�2� �;	��
f0

1247.353 0.055
�2� �;	��
f0

554.379 0.018

f1 0.055 1335.568 f1 0.018 333.920
� ����� ����� �� #"E���!����� ���I�6�&�.� � ��� �����>� ��� � ������� � � ����� ����� �� #"E���!����� ���I�6�&�.� � ��� �����>� ��� � ���������

-&��"#��� 	�, �

u�t s�t ��twv:x��'{
z'{
�\y �!�\�&yI�&zA	�yI� ��	�� 	���x���	
��x���{ y�!

�)��'������*'�I"#*'�T��%e� + ��'��	
���'������*'�����P� ���;%&��'��%&� ���i	
���'��*7�C� � � ���;����"#���� ���i���'����������<F*7	(���?<
�'����������	
���'������*'�V��<#������0, �)��'������*'�>"#*'�T��%&�J�h/�����!���!�?< + ���������	
���'��J� �H	
���� �����1� + ���'�,r-/���5<P%&���� ��������
� ���J����@��*'����U�K�%&��'������*'�W����@��*'����L�U�� �W	
���� �����J� + ���'�!9>��� ��� ��9:�������6�����@������������ + �����9>�����\"#�M���������\���%0� ���
�����0�0����"#���, A0�29>��� � + * + ����������*'�g%&�5������� <;	 �T���'����*'����UM%&��'������*'�C"#*'�T��%&�Q�'���C"#�N���� ������h + �����'����� <�*7�
��� + �����'����� <(��� + ������5�����%)"@<(� + ��������=�>����'*7�\��������*'�>��<#������0,

-/���>�h + �����'���)��� + ������5����������*'�f*7	)� ����%&��'������*'�H"#*'�T��%&�X������0� ��������X� ���1����%;	
*7�:� �����h + �����'���
��� + ������5����������*'�n*7	2�N%&�5������� <V	 �T���'����*'��, �
��	
*7����*'9>�O� ��������������� + ����*'���O�'*'���'��=��� ���>� ���X����� + ��O*7	�� ���
%&��'������*'��"#*'�T��%&�0��� + � <f��������� + ����*'���0����@����%&� ���H� ���6����� + ��0*7	O� ���6%&��������� "@������*'���N����%C !���'�: !�������,
��*'������%&��0� ���N9>����Jc\��*'9:�j��� ������N%&��'������*'�;"#*'�T��%o�'����������	
���'������*'�j��<#������0, �
�O�0��c@��3� ���W��� + �����'���
��������� + ����*'�]� �����#� ��� + * + ����������*'���M������9>����&��� + ������5�����%�"@<a��� ������2�'*7��"#� ��������*'���M*7	!� ���Q	
���� ������8����%

un
�  !�����������8�J�������������������E��'����*'� 	�, ��, ���
,

k]���5��%&��'������*'� "#*'�T��%&�e��������� + �����'��� Ui�h + �����'���R%&�5������� < 	 �T���'����*'���e�����I�����% "@< � ���
�'*7������ + *'��%&� ��� + ��������=�V����'*7�\��������*'�V��<#������0, �&��"#����J�����1���������\���%X����� ���3�&��<#��������H%&��'������*'�H� ���*7�=<#,



22

-/��� + ��*'"#��"#������� <f� �������W����� + ���6�'���0�6	
��*7�q�'�������0�B���0�'*7� + �����%a"#�����%g*'�^� ���>�'�������N�'*'��%&������*'�����

+ ��*'"#��"#������� <;*7	8� �����2����� + ���5U P(x � ��� UM� ���0�'��������4 � ����� ����� + ��*'"#��"#������� <@U P
�
��� UM����%]� ����������� + ���) !��� ���4 �

+ ��*'"#��"#������� <@U P(x):

P C x( )=
P C( )P x C( )

P x( ) [2.1]

@:��� 68��� � ���.! P(x � � B 	��s��&'�68	��5���+($)�� �����5�%����	�� )�! � ����
	���SI/�'����� ��� 68��� � ���.! P(C) 	�� � � � ����� )
� MN� ���,�
�C� ��� ���.&'�
	���E�.!O�
&'��	 ��	 ��#Q�������������p!"&'�.� �3�������3�3�z�y�����������l	��3������	�#N�����7� ���� � �����
	����? �3���'(/���
(/����������2PG��	����E��������p	��p� �����2�.���s��	�<$��� )��
�-���'68��#$�%����&'���
����� �����s�������������A�=���%�c��.������&'	 ��# P(C|x B
���&'�.����������������
Is� ��� ������������? ����&'	��.&S��&'�(/�'(/	���	�� )$I P(x B Is��'�Q(/� !"����
�.&'���J� � ���.! �5MN� ���
	��� �,� ���c�=���%�L� ���
������������5���'68� � MN� ��� ��&'	��.&'�
I P U"� B Is� �����>68��� � � ��'���������p(/� ����	��2	 �����
���5�}�2���l&'��� � ��� Is�l�����������%I xIs��'�Q(/�
������	�#N�������-���'(/��� I�	 ����� � �

c
I>68	�� �5MN� ���
	��� �,� ���

i ∈1..Nc[ ]
arg max P C( i)( )P x C( i)� 

�  
�  
�  

� 
�  
�  �  

�  
�  [2.2]

� W V�W ��W��5]
	3g'jk` a���/g�]'e"^5f�g����3]��g

� )F�%68��� � ���
	 ��#1�%68��&D)1���.	 ����	 � !"����� � &'�L�
������L�'���q�2�'����	 ��#=������� ������������'(/���0�
�}� � ��	 MN� �
	 ���
�%����	�� )$I8�'�}	��2��#$�R�.!/� ���R�5���	���	���}&'��#$	�����0�.!O!"����� � &'���
���������'�2(/���&'�����
���5� t$	�# � &'��� �,� �
�J� ��&'� � #N�
�,� ���}&'��� � ���+!"&'�.� � ���E�'������	�����
	���y�.!Gn � � ����	��'�y�'���F��	 ������&J���������	�!"	���&'�
IC�5��!"	 �����F!"&'�.� � ���c�������������
�
���PG�q	 �q� ����������
�
��&'#$&'���2�4	 �qt$	�# � &'��� �,� ���
� �,� �
��Ip�
���%68��&D)H���.	 ����	 �A!"����� � &'�Q�
�������� @:���Q����
	��2���
�5���	���	���G(/� � ���5��!"�.&/�������G��&'�(/����� ��&'�0�
���PG�H���S(/�����<4� � &D68�����

f0

f1

0
0 255

255

f0

f1

0
0 255

255

� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� #� � � � ������� � �(���  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� #� �
"E���!����� ������� ������� � � � ����� ��� "E���!����� ������� ������� � � � ����� ���

# � ����� � ��� �����  ����V� ��� ����� ���!�! ��>��(������ �&�  ���������
	��� ���
���������
	��� �
�
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f0

f1

0
0 255

255

f0

f1

0
0 255

255

� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� #� � � � ������� � �(���  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� #� �
� � �!�.�&� ��� ������� � � � ����� ��� � � �!�.�&� ��� ������� � � � ����� ���

���������
	��� ��� ���������
	��� ���

u�t u�t �2� � 	I	��{ y�!��	�|
|�x��5y �2x��'� !@y�{ |�{
�\y �/}#z�|�x��Pz

��� 	 	 ���	� ��
����� 	���������������� ��� ��	 ��������� 	���������� ��� ��	! ��� � � �"� 	$# 	 �����%� �
��� 	 �
����&' 	$# 	!����(�
 	$���

 	$
� ��) �
	!�������
	$
 	$���*�*+, 	$# 	!����(�
 	$����� � 
 	$+,��( 	 ����� � � �-
 	$
� ��) �
	!�������
	$
 	$���*�*+.����� 	!��� � �/�*( 	 	! �+
����� 	!��� � �0����� �������1)2+������ 	!��� � �0������� ����� 	$���1)2+����� 	!��� 	3���4�����������*��� � # 	3���� 5��������� ���*��� � # 	3������� )6� ��� 

�2� �7� � 	8( �����6��	$
�3� 	 � � �,�� 9 �
	!��� 	! ��2):� � ���; ����� 	 ���*��� �����<+=��������� ��� ��	 �0 	$# 	!����(�
 	$���>
 	$
� ��)
�
	!�������
	$
 	$���*�*+8 	$# 	!����(�
 	$���?� � 
 	$+8��( 	 ����� � � �@
 	$
� ��) �
	!�������
	$
 	$���*�*+����� A����� 	!��� � �"�*( 	 	! A� �
	7�����
������� �� 	 �
	!  �2� ��� ��� ����� ������� � �CB;� ���1�D� � 	!� 	E�	�����*� ���.� �
	 � 
F(G� ���*����� +F�� ���	� 	 �
	$����� 	!�����=(G���*� 	 ���
�
	!��� �H� ��� �������*)6��� 	$
�<B�� ���� ?� 	 	! 5�*�G� 	3������� �� 	 �
	! 

u�t u�t s�t ��	
��x���{ y�!1[0�'�����)	���}

��� 	=����� �������1)����9�?��������� ��� ������� ������� 	!�1�<� ������	6
 ������� 	6I �� ��	! ��2) ���*�4( 	 ���	� ��
����� 	J�����=�*( 	!� ��� ���
( �����6��	$
 EK�	 ���	� ��
����� 	 ��������
F
����� )L��������� ��� ��	! ��� � � �0� �
��	

-
(G��� ��� � # 	3���� 5�	����� 	

-
(G��� ��� � # 	 ����� 	!� 

M 	!��� ��� 	N ���	� 	 �
	$���O��������� ��� ��	 ���O
��P�	N ���	� 	 �
	$���O ����� �
� � ��� �����Q�*����( 	R����� �S
F(G� �������*+T� � 	
�*( 	!� ��� ������� �����A���U�?( �����6��	$
 ��� � 
F(G� ���*����� WV	�G�X��������� ��� ��	 ��Y ������� �S
F(G� ��������� �
	���� �
�
	!���Z�	� �=� � 	��1����� 	$�
( �����6��	$
F+�� �����6��������� ��� ��	 �[B�������( ����# �� 	0��(G� � 
���9����� �������1)��� 
 ��� 	! ������ )F�2),� � 	8����������� ),���6� � 	8� 	!��� ���
	!� 
\;��B�	$# 	 ��+ ���%�	� ���5 ���	� 	 �
	$����( �����6��	$
 ���*�8����� �S
F(G� �������8� �
	 � ����� �
�
	!��� + 	!]�� �
	$
 	!� )�(G��� �?����� 	!��� � �2�8�����

result.
��� 	8� �
��	

-
(G��� ��� � # 	 ����� 	8���� �� � 	8�	����� 	

-
(G��� ��� � # 	 ����� 	8�����@� 	8������� ������� 	! ^�	� � 	!���1�F(G��( ������� ����� � �

� � 	F 9���*�  �2� �8� � 	!� 	�
 	!��� ���
	!�7�*��� 	�
 	!��� � � �2� ��� + ��� ��� � 
F(G� ���*�����9�����U�*����� 	5� � 	5� 	!��� � � ������
F(G��	!�
 ���
� � �X� � 	� 	$# 	!����(�
 	$���[���>� � 	���������� ��� ������� ������*)6��� 	$
 '������� ���*+> 9�3�����9� 	!���9���,� � 	?� ��� � � � � �� 9���*� 'V	�
����������� � 
F(G� ���*�����<�*�8PH����BO� � 	3��� �
�
	!���<����� 	!�������4� � 	3� 	!��� � � �0����
F(G��	!� 
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A B

TPRA

FPRA FPR B

TPR B
f

���������	��
�
Bound

� � ���! � � ��� ��� ���!�>� �E� ��� ��� � ��� �.��� ������� ��# � ��� �����&�������$� ���
��� (6� ����"E���!����� ���I��� � �!� ����� ���� 6� ������� �$�!��� ���!���

��� ��������� ���

����� �!�����
-" 
#�	���!� $%� ��&��!� '(�*),+%-.
#/.& " 
 " ��0�&��!��
1�2���3� ��� " 
#���!��
1�2
#/��!���	�4�	&�5 " 0����3/(��
#56� ��&��4�10�&��	�

7 �����8� 7 �����9&��	�	��:����;2� ���<�1
#�������1�=0�&�>.��0�>�?@� ���<�10�&��	�	��/(���1&��!��
1�A�!?.�	�!��5B�DCD�10�&��	�	E ��/(&�0��	�
-" 
#�	���!� $%�<��&��!�

'(��),+%-*� ��;*���1&��!����� ��� " 
#���!��
1�F
#/*�!���	�,�	&�5 " 0���� 7 �����8� 7 �����G� ���1
#�������1�!0 ?H&��	�	��:����;B� ��&����10�&��	�	E#0�&�>.��0>�?H� ���
�10�&��	�	��/(���1&��!��
1�I�!?.�	�!��5J'(����:��������� ����-(�

��
#�K��L�&�5 " 0��NMO���	� ��:P� ���RQS&����	�	��&��D&���;6� ���A0�� ����&��F�10�&��	�	��/(�������2;*� " ���1�!��;T� �U����:�������B��� ��V
� ����
1��:�9��� ��W�M4&���;X� ���%��Y�Z�Z[�!���	�!� ��:\�	&�5 " 0�����/(��
#5]��&��8�^�10�&��	�!M*� ���G�*),+%�=&���;B��),+%�=�!��
 7 �^� �^�*&�>.0��.��� V

result.

TPR FPR�E� 	�z'z �
Gauss 0.700 0.140� _a`�bdcNe#c*f�gdh8cNc*i �
Linear 0.696 0.138

Cla
z'z ���

Gauss’ 0.891 0.045� _a`�bdcNe#c*f�gdh8cNc*i j �
Linear’ 0.896 0.056� � � �&���! � � � ��� ��� � � �!�.�&�&���! #"E���!����� ������� ������� � � �����

�*&�>.0������ V

xGauss'Linear'

GaussLinear••
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Thes
�N������������Q�'���C"#�) !����������� Y��%(����� ��� + ��*7���Q*7	�-&S � -versus-

Z S � �
���� Z ���\����� 	�, 	 � �
, &�����
�'����������	
�����4 � + ���	
*7���0�����'�a���������0�0����� Y��%]"@<^� + *7� ���Q*'�I� ������ + ��*7����, -/���C��<#��"#*7���J���Q�����%R��*
%&������\�������8�������������	
��*7�^ST��*'"#���� 	�UT��, �, UT���������?A04� !��������������������&4 ,

-/���:� ��	
� ���5���'�:*7	�� ���:��������� + ����*'���)���"#*7%&���%W� �H� ���1�'����������	
����8� < + �1���J�5 !��%&�5����,BA0�������0� ���
���������8�>���8�J�������������P���8� ���'*7������'� U!��*J"#*7� �P�'����������	
������ + ���	
*7��� + *7*7��� <C� �PST��*'"#����e��, Z *7��ST��*'"#���� 	�U
��*'9>�5 !��=U)� ���(�J�������������R��������� + ����*'���������3�'*7������'� UJ����%V� ���3�J�������������o�'����������	
���� + ��*7%/���'��:�h/�'������5���
���'����������<#, / !�5� � ��*'���\� � ���o%&�5������� <�	 �T���'����*'� ��������� + ����*'���V*7	6� ���o��� ������]�'����������	
����P�����a��*7�
�'*7� + ������� <P� + �����%;���E��'����*'� 	�, ��, ��� U)� ��� m ��������� <g*7	J� ���(�0������������� �? !*7�  !�%������������R� �����M� ���(��� ������
�'����������	
����#�������������7��"#���8��* + ��*7%/���'�8���'�����������8�������������,

2
t u�t u�t ��	
��x���{ y�!��2�\y�z'{
z�|�x�y���}(���]�\y&|�x%� 	������"�8y�x

-
�&{ ! � 	M��� ��	
��x���{ y�!1[0�'�����)	���}

������������	
������'*'�����������5����<X9>������"#� m ����������	
���%1"@<W� �����;*'��������������*�*'��� -sigma1 �������@�)*7	�� ���)���=���

+ *7�������  !�Q����%6	
������� + *7�������  !�Q������������E*'"#*7��4T���������
,^Ae*'��� - �����@�0�Q�������@�O	
*7���Q�0����������O���8����������%>��*X� ���
��������%&����%f�����*7�3�������@�a*7	1� �����Q�0����������5U:����%R���Q9>��� �I��������%&����%R�����*7�0�������@���U:���0��������0*'���

-
�����@�0�

�������@����'*7������ + *'��%(��*:���%/���'�)�0����������� !��������"#������� <#,i-/�����&����U$�'����������	
������&9>��� �C���0����� ���=��� + *7�������  !�J����%
	
������� + *7�������  !�8*'��� - �����@�0�M�������@��������8������%N��*�"#�8�0*7���8�'*'�����������5����,

�J�  !�5��� ����	
	
���'���5���H�?����"#��`*7	i������� ��� ���q����� + ����[����%����'�����������r%&��������� "@������*'������� + �
��������� + ����*'����U)� ���(-&S � ������% Z S � ��������*7�'�������%69>��� �R� + ��������=�R����'*7�\��������*'�R��<#������ 	
*7�Q� + �����������������

+ ��*'"#����R9>�����w"#�O�'*'�����������5���$%&�� + �����O� ���O� + ��'��	
���J�'*7������'����*'�P*7	#������� ��� ���N����� + ����$�����%&, �:*'9>�5 !��=U#���
� ���J��������� + ����*'����	
�����@*7�!����� ���M������� ��� ���1����� + �����"#��'*7�0���� + �������5U&� ��� + ���	
*7���0�����'�M*7	T�J�'����������	
���'������*'�
��<#������^�'���:"#��@� �>��*� !���=<(����� ���8�'*7������'����*'�>*7	�������� ��� ���Q����� + ��������������@���,

������������	
���� + ���	
*7���0�����'�0�'���g������*� !���=<W"#��'�������0*7	8��������� + ���5U#��*'� -
* + �����0������*7�'�����h/������0�3� �

� ���N�0����������J"#�� ���>* + �����0� Y��%P%/����� ���>� ���X%&�5 !���* + �0�5����*7	��N�'����������	
���'������*'�;%&�5 !���* + �0�5����, -/�����O���
����������� <C� �����'������9:���5�a�O�'����������	
�����4 � + �������0�����T !��� ����2������%&�������0� ���%1����� ���X���a������������  !��������?��� m ���
*7�:��� m ��������� ��� + ����*7�:� + ��'��	
���'������*'�f*7	)�1�?< + �� + �������0�����=U)�, �@, U)� ���Q�?����"#��1*7	J�'*7� + *'���5������, -/���
� �����������@ !��� ����)*7	�� ��� + �������0�������)�0��<]� ��	
� ���5���'�:� ���:	
� �����$���'����������<]*7	�� ���:�'����������	
����M���)�������V���)� ���
�'*7������'����*'�`*7	�������� ��� ���n����� + ����:�����%&,d�W������������<#����% + ����'� + ����*'����������� ���%H !���3"#���'c + ��* + ���@������*'�?U
Z �!�W�;�]������� ���%R !���a����/�WU>����%R�?���0���*'���]*7� ���� + ��������=� ����'*7�\��������*'� ��<#������0�P��� m �������;�������
��%&%&������*'�����T�'*'������%&���������*'����,e�
�79>�����w"#������*'9:�a� �����E9:���5�0����/� ���������%���*�%&�5 !���* + � Z �!�W�WU#��*7�'���
�0��h/���0�)����%O��*'�

-
* + �����0��� �@��*'"#��� �0��h/���0�)�h/�����T� �W� ���J����c@���� ��*7*7%3�0����������J����%3�����)	 �T���'����*'�6*7	T� ������

�?< + �� + �������0������,o-/������J�h/������0�)�'���W������������ �6�������@�# !������������*'����� �6�'����������	
����!���'����������<�%&� + �5��%&�5����*'�

1 K�*'��� - �����@�0��LQ%&�	
� ����8�O�0�����������*7	$��������%&����%������*7�=�#���E9>��������*7�E"#����� + ������5�����%1"@<W�O�@����c��<#��"#*7��,H-/���8�@����cQ��<#��"#*7�
σ
�����������= !�%N	
*7�#�0������������*7	� !�����������'�8*7�#���'�����,
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� ���>�'*7������'����*'�f*7	)������� ��� ���P����� + ����J�����%;����%;� ��������������� ��� + *7� ���J� �f� ��� + �������0�����:� + ���'�����E��'����*'�
	�, ��, ���
, -/���n�h/�������5���'�n*7	�����%e%&��	
	
��������������]������*7�'�������%R9>��� ��� ������n�h/������0�a9>����n�g�����\����	
���'�����
�0*7���  !����� ���Q	
���'��*7�#	
*7�#� ������%&�����������������*'��,

�&��"#���� �����'*'�����������5����<6�����0����������%Q !�����;*'�����)��������*:����������������*'�W� �X9:�������W�)�'����������	
�����4 ��-&S � �
����% Z S � �������8����'*7��%&�%N	
*7�#%&��	
	
����5��� Uw<#��?�'*'�����������?� �>��� Y��5UT�������*7	�������� ��� ���Q����%N�������� ���Q����� + �����,

�;*'�����V��������*o*'���
-
�����@�0�6 !��� ����C����� + ��* + *7������*'�����1��*g��������%&����%j�����*7�>��������0�������, -/���5<

� + ��'��	 <]� ���:�����e�'*'��	
��%&�5���'�:� ������= !�����)	
*7�M� ���8 !��� ����)*7	�� ����������� U��, �@, U�	
*7�8� ���1�� !������@�1���=��� + *7�������  !�
����%(	
������� + *7�������  !�)���������,R�
	 � �;*'�����J��������*1�=�T��������'*7��%3���W�� !������@�J-&S �  !��� ���J*7	 µ(TPR) ����%3�)-&S �
��������%&����%N%&�5 !��������*'�>*7	

σ(TPR)UT� ���$�;*'�����8��������*O���=��� + *7�������  !�8*'��� - �����@�0�# !��� ���8����%&�	
� ���%N���

one − sigma TPR( ) =
σ TPR( )

R
[2.3]

�'����� ���0�����K����!"	��5�%����0	 ���
��&D68���.!"�.&/� ���0�
& � �O���.��	��
	 68�0&'���
�0	���� � � �

µ TPR( )−
one − sigma TPR( )

R
< T ��� < µ TPR( ) +

one − sigma TPR( )

R
[2.4]

�	��
��������������������
� ��� � �������  ���������
��
���!���#"$�&%	��������� '������(����
�������
�)*�  �������+,���������������(��������-��&%
�  ��&
�.�(����
�������
/��
0��
��1	2435'�������%6��������� "7),�  ������8������
��
���!���#"9��
/���!+,��������1�:7";�  ��������

-

��<7�(�.������<7���&%0�  ��


=>�������?���&�&�	�&%*�  ���1	���������(� ���������&%	�  ���������+,���������������(��������-@2BADCE��������F8�������������
-

��<7�(��+,��� ���������G:H�

�������#����������1I%6�&���  ������&��:H� ����1.+,���������������&%	�  ���� ��� ����1IJ ��� ��������
2K�@ ������,����+,�������������L�(��������-���

Σ TF( )

for
�(��1I%6���&�M�  ������&���������������;�&%	� ��� ����1IJ ��� +,��� ����
��������&��1	��1I1@����� ��<N�  �� � CE�������LF8�������O�P����
2E�@ ��


=>�������/���&�&�Q�&%R�  ��/1	���������(� �������Q�&%R�  ����Q�(��������-?
����(�(����� SR��
��  ��/����+,�������������/�&%R�  ��&
�/�(����
�������
2

σ TF( ) = Σ TF( ) 1/2
[2.5]

T@U�V0WEX�Y�Z�V/[8\�]�^�X.X�Y�V
- _` a \Hb,\�^ c�V/X&dRZ U�V/e�X a�fH` Y�V�ghT	i�j,k�l7i�j�b,\�] ` \�Y�e�V `�_

one − sigma TF( ) =
σ TF( )

R
[2.6]
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u�t u�t ��t���	�z'xM�����8�I	���{ | 	�|�{ �#x�	�yI���8�I	�y&|�{ | 	�|�{ �#x4[�yI	��
}#z'{
z

-/���V� �������\���N�@��� ���%j� ����*'���\�[� ���H������� <#�����W*7	N� ���H��� + ������5����������*'���W	
*7���0�%;"@<`� + ��������=�
����'*7�\��������*'�I��<#������ ���(���(��� + *7���������Q���(� ���W����"#���� ���@�3� ���5< + ��*7%/���'�, �������j������� <#�����3������*'9>�3� ���
m ���������*'�������������%N���?� ���$"#��@� �?��� ���Q*7	��&��� + ����#�M��*�"#�8������9>����%&,

Z *7�8�h/��� + ���5U���	�� + * + ����������*'�H���Jc\��*'9:�]��*)���� !�Q�1�J�������������]%&��������� "@������*'�?U? !������*'���M�0�� ��*7%&�
�h/�����?	

or

1)
��%&�5������	 <#� ���Q*'����� <#� ���Q����� + ����

2)
� + ��'��	 <#� ���F�'*'��	
��%&�5���'�j� ������= !�����o	
*7�n� ���j��������0�����% + �������0�������a"#�����%r*'� � ���
�?����"#��#*7	������ + ����?�����%

3) + ��*7%/���'� ���1����'��  !�� - * + �������*7�!�����������'��������������������= !���9:�������6%&�	
� ���M� ��� + ��*7�@���������*'�>*7	

TPR-versus-
Z S � �@�  !�5�>%&��	
	
����5���?�����*7�#�'*7�����

A0%&%&������*'������� <@UW� ���o�'*'���'� + ���V*7	6�0���� ����%F�'*' !�����������'�g�����g����� + ���g�5��*'���\�r��*^	
���'�������������

m ���������������  !��� ������ + �����������*'��, -/������Q !��� ������'��� + ��*' !��%&�(�����\����	
���'�����M� �������\���M� ����*C� ���(��*'�����'�(*7	J� ���

+ * + ����������*'��������%N� ���$����� �����8bX%&��	
	
��������� <(*7	�� ��� + ��������=�>����'*7�\��������*'� + ��*'"#����^���������%&,

u�t ��tn[ �2� � 	I	��{
z'�\yC��� �E� 	�z'z'{ �5{
��	�|�{
�\y �/}#z�|�x��Pz

-/�����;����'����*'� �'*7� + ������;���5 !�5� %&��	
	
����5���W�'����������	
���'������*'� ������?��� m �����0��� ������=Ua�J�������������?U �
�����������7������\�?"#*7��� ��D:D>� U!ST���=Y��5�39>� ��%&*'9>�8�
SwkR� U!��������������<#����% + ����'� + ����*'�a� ���&ST� U �V�0������2� ���;� U
����% 	
� �������I�J������������� �0��h/� �����I�0*7%&���� ���^ !���B�0��h/������������c@���� ��*7*7% �h + ��'��������*'� �0��h/���0� Y�������*'�
� Z �!�W�;�
,e-/��� + ������5����������*'�P*7	#������P�'����������	
��������8*7���@����� Y��%>� ����*�� �����������'����*'����@* + ���������*'�?U#����"#���� ���
���'����������<(����%N�'*'�����������5����<@UT����%N������8*7	�������� <#������,

Operation
P-/������F����'����*'��� + ��*' !��%&�F�^�����\� ���5 !��H%&����'��� + ����*'��*7	n��������'����������	
���'������*'�

������?��� m ���,VD>*:�	
	
*7���&�����0��%&�)��* + ��*' !��%&�)� ���)� + ��'��	
���8��� + ����0�5����������*'�C%&�����������,HAn !�������� <>*7	/"#*7*7c@�
�'*'������� �>�������>� ��	
*7���0������*'�>� ���'� ��%&� ��� w�
����%&�M����% �:�����?��������� ����� �>���������TST�������U Z �����?����=<(��?����,w����� � �

.
-/������W����'����*'���3������*H�'*'������� �j����"#����%o���'����������@�����0�3������������ ���V	
��*7� � ���6� +T+ �����'������*'�^*7	O� ���

�'����������	
���'������*'�i������?��� m ����N��*P� ���>������� ��� ���]%&�����6����*'9:�i� �f� �������'����������@�����0�X� � Z ���\������ 	�, �>��* 	�, � 	�,
Z ���\����� 	�, 	��3���1���g�h/��� + ���0*7	8*'���0�������g����"#���� ���W�@�5����������%�"@<;� Z �!�W�q !��������/���'����������	
�����	
*7�
ST��*'"#����^��,
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f0

f1

0
0 255

255

� ��� ��� � � � ���$��� � ��� � � ����� � � ������� �� ��� ��� � ��� ���.� � ������(6�  ��� 
� ��� � " � � (6� ����� � � ��� ������� � � ��� # � ���%��� 	;� ��� ��� �����
� � " � ��� 	 �

���������
	��� ���

�?� ��P ������) �
	 ���������;� �
	@��������� ����� 	! �B���� ���U�������	��
��FYZ����� 	!��� � �2� � 	 ���������;����� 	!��	! � �-�����H���
������) ��� �
�
	!�*(G���� �*���U��������M�
�M9Y8����
F(G��	!� �� � 	$� 
 ����� � (G��	 ����
F(G��� 	$���*��� �
	 ��� 	! '�*�.
�� 	!�8�
 ����� �
� � ��� �����<+J ���	� 	 �
	$���%�*���� 	!�7��� ������)A� �
	 ��� 	! E�*�� ����� � � �������*�:� � 	 ����� �S� �
	 ���������  V � ���������
	 �� ����+
� � 	 �
	C� �
	C� B����=� ����� ����� ����
F(G��� 	$���*�.( 	 �����������.
�� 	!�^��� � �� ������� 	!  �Z# 	 ����� �� �����*�/� � 	!� 	
�������*� 	 �
������
��� �
	3� ���*��� � 	!������	!���1�;( �����6��	$
Y ����(G� � 
���� 	!� ��� �����;�6� �S�� 

�9��� 	!��� � ���F��� �������1),���� ��U����� ����� 	$���1) &X��� 	!� 	�� 	!��� �������[( ����# �� 	�� � 	�� �S
F
� ��).���*��� ����� �����%� ����

���A����� 	��U� ��������� �� �) � �<# ��� # � � � 	!���1�/��������� ��� ��	 ��Y �L� �
��	

-p
��� ��� � # 	,���� �	����� 	

-
(G��� ��� � # 	 ����� 	!�L��� �������

 ���	� 	 �
	$���?��������	!��� �������5����� ��� � � � � � ���� :� 	!��� � � �  9���*��� ����
 � � 	^��������� ��� ������� �����E( �����6��	$
�=( �
	!� 	$��� 	! � �
� 	!��� ����� �� ���� � 	$�X�<)2( 	 ��(G� ����
 	!� 	 ��� 	!] �������	� ���?��������� ��� ������� ������� 	!�1�<� ������	$+ 	  �� +9� � 	6(G� ����
 	!� 	 ��� � � �

 	!�����*+0� � 	���������� ��� ��	 ��Y ��( 	 ���	� ��
����� 	��	� �X�X# � �
��	!� )C���Z�<)2( 	 ��(G� ����
 	!� 	 �J# ������	!� ��� 	!]�(G��� �
	!  ��� 	
��# 	 ��� ��	8���� !�A����� 	"�U� �����X��� 	

-
� ���H
�U# ������	!�3���6� � 	"�U�������3M����� #�U�������3M9Y<�9K$ �%���� �2K$ �%� �
	 ��� # 	$�

� �,�*���6��	?�	� ��
 ��� � �,�9���6��	 �� �  � 	!��� ����� �� �� �Z( ����# �� 	!��(G�����*�G�����U�������GM�
�M9Y��2K$
-versus-

�9K$��	� ������� ���
� � 	3��������� ��� ��	 ��� 

Method. TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��{ y�x6���8y�x

-Sigma
Gauss 0.86057 0.29396 0.01756 0.01737 0.01636

� ��� ��� � � � �.�����������>� �E���������.��� �����! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� "E���!����� ������� ������� � � ����� ��� � � �������
�9���6��	��� �

� � 	$� ��(�( ����( �
����� 	.� � 	!� 	.� 	!��� �������@�������^( ����# �� 	 ������(����@���0�,��������� ��� ��	 ��Y �8�<)2( 	 ��(G� ����
 	!� 	 �
# ������	Z# 	 ��� ��� ���*�%��# 	 ��� ��	 �2K$.���� L�9K$X# ������	 '��� 	%�A����� 	��U� �����;��� 	

-
� ���H
� ����� ��	!�U���[� � 	!� 	�# ������	!�

� �
	=������� � �� ������� 	! F����� � 	 ������(���� ��� � � �%� ���H������ F����B 
� ��P�	 ���  ���������
	 �� � � ���Z��� 	!]���
F(G��	J����� ���1���

graph.
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� ��� ��� � �&� � ����� � � � � � � � � (��������!�&�6�&�.� � ��� ��� σ
� ��� � �&� &������ � �! 6��# ��� ��� � � ��������� �

� �!��� �! ���� � ���!� � � �&��� �A���!�
-
��� ����� �.����� �
� ��� ���! ��&�� #��������� � � ��� �.�������.��� ���
Z ���\����� 	�, 	�	

&������*7	TA������ <#����� W-/������:����'����*'���)%&�����������)� ��� m ���������������  !�:����% m �����������������  !�:������� <#�����)*7	�� ���
��� + ������5����������*'���2	
*7���0�%1"@<W������a�'����������	
���'������*'�a��<#������0,I-/�����@*7�������2��* + ��*' !��%&�)����*'���\�C������������0�5���
*7	���*'9 �����<]�������)��*3� ������ + ������ ���:��� + ������5����������*'��� + ��*' !��%&�%N"@<]������V�0�� ��*7%&, � �	
����5���'��!9>�����E"#�

+ ��*' !��%&�%/UT����%N�M	
�59`*7	�� ���8c@�5<(�������5���@� ����Uw9>���c\�������UT����%N�0�� ��*7%&�?9>�����'"#�$"#�����	
� <(�0�5������*'���%&,
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u�t ��t s�t �&{ y�x6	��

�&� ������!�'����������	
�������* + ��������#����� ���1��� ������=U&��, �, U/�?< + �� + �������5U&%&��'������*'�:"#*'�T��%&��,H-/������8�'����������	
������
�0��c@�1� ���1��������� + ����*'�H� �����!� ��� + * + ����������*'���J�����29>�������� + ������5�����%X"@<0�T���  !�����������Q�J���������������M� +T+ �����%
��*O�#9>����\�����%N��� ������#�'*7��"#� ��������*'�>*7	�� ���8	
���� �������,

Operation
�-/������*7���0���6%&������'����*'� *7	a� ���V�?< + �� + �������i���n%&�	
� ���%I"@< � ���i�0��h/�������

����@�5�? !��� ���%C����@�5�? !��'��*7�=U���, �, U Z ���������4 �)��� ������M%&�����'�����0� �������5U�*7	�� ���
�:*7�������� ���(�0��������hN*7	�� ���1������� ��� ���
����� + �����,o-/�����T !��'��*7��� �W	
���� �����J� + ���'�J� + ��'��	
������ ���!9>����\�����%3��� ��������'*7��"#� ��������*'�W*7	T� ���M	
���� ���������*
9:������� � �����T���  !�����������^�J�����������������n	
����, -/�����n�'*7��"#� ��������*'��*7	a	
���� ������n���n������%���*`%&�	
� ���i�
K��?< + ���	
���� �����L�bTL��������5���T	
���� �����L)� �����w"#����T%&������� ���\������������ ��� + * + ����������*'����,o-/��� + * + ����������*'����4@�0������
����%3 !�����������'��O����*'���>� ��������*7���0���!%&������'����*'�;%&�	
� ���X� ���J�T���  !�����������X�J���������������O����%P� ������5"@< + *7��������*'�
� ���8*7�����5�����% + �������8� �>	
���� �����8� + ���'�,

-/��� �:*7�������� ���>�0��������h3���O�'���������������%3����� ���>� ���X�'������� + ����*7����U P
� A0������%

P
�
�&� U�� �����'���������0����

 !��'��*7����U
µ(A) ����% µ(B)U&����%0� ���M�'���������'*' !�����������'�M�0���������'���U • (A) ����% • (B) ,V�
�?�����M���������  !�����������8�����\����� -

to-
��*7�����8�0����������,

-/���8�@��*'"#���7�0����>�����'���������������%N���

µ = P k( )µ(k )

k∈ A ,B{ }
� [2.7]

��������� 	�
����
�����������
 ����������� ������������
����! "� ���#���
�	����! "� ��������
���������
�$%�!���&� ����'(����$%
������
�	�)

Sij = P k( ) µi
k( ) − µi

�  
�  
�  �  

�  
�  µ j

k( ) − µ j
�  
�  
�  �  

�  
�  

k∈ A,B{ }
� [2.8]

@:���O���.	����0�2���
&'	�9l	���� ���OPH��	�#N���
����� � � �.!,� ���0�
��&'�������.!,�������H���������? �5���
�-�'(/� � �S� ����	�&/�2���'��� �

Nij = P k( )Σ ij
k( )

k∈ A ,B{ }
� [2.9]

*�+�,�-/.!0�,�1�1�2 3 4�5�0�6�2�7�8
H
8�2�9�0 +�,�6�5�0�2�.:.!;"0 +�,�9�,�0 <=.�4�5�0�6�2�>�,�9�?

H = N−1 S [2.10]

@(A B�C�D�EGF"H F�I=J�K�LMF"H F�NOE�P�Q�RTS P�DULVD�W�A�E�A�Q�KXC�D�Y(A�Q�K�EZLVD\[GD�]�Q D�LM[GA�J^]�A K�D�J�C_W�]�J�E�E�A�`aA�W�J�S�A�Q�KXY(A [GD\K

S P�D�LVJ�S�JZC�D\b�C�D�E�D\K�S�D�L�c(deS P�D�E�W�J�S�S�D�C�Y(C�J�f�E�E�P�Q�R/K=A K=@(A�Y(B�C�D�E&F"H gZS P�C�Q!B�YhP/F"H i�F"H
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������ ��!���� #� � ��� �!�.�&� ��� ������� � � � ����� ��� ������ ��!���� #� � ��� �!�.�&� ��� ������� � � � ����� ���

���������
	��� � � ���������
	��� � �

Labe
��� � � �F��� �������1)E���� �U����� ����� 	$���1) &�� � 	$� �X��� � 	!� �=��������� ��� ��	 ��Y ������� �S
F(G� ��������� �
	���� �
�
	!��� +

���*� �
	!� �����*�Z� �
	J��(G� � 
����� )^����� ������� 	J���� F������� ����� 	$������� # 	$��� � 	J����������� )^����� � 	J� 	!��� ���
	!�4� 	 � � � ��� 	! E��� ���
���U�����U� � 	5����� 	5�	� ��� � 	5� B��;( �����6��	$
�0���9������ W�9���6��	!� �� �5���� �� �5� �S
F
� �
� ��	X� � 	X����� �������1)����� 
������� ����� 	$���1)L���4� � 	3��� � 	!� �6��������� ��� ��	 �6�	� �6� � 	!� 	>( �����6��	$
� 

Method. TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
Linear 0.86497 0.31235 0.06153 0.06942 0.03564� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � �������G���! !� ����� � � �!�.�&� ��� ������� � �

cation�9���6��	��� �

Method. TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
Linear 0.95270 0.12630 0.02965 0.03227 0.02061� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ��������� ���! !� ����� � � �!�.�&� ��� ������� � � � ����� ���

�9���6��	��� �

�9��� 	���� ������� )6� ��� & ��� 	 	 ����	$�<# 	!���*� �=B���� � � � 	�
��] � 
 �S
 	 ����	$�<# ������	�� ����
 � � 	�\;��� 	!����� � �

��� �
��] ���%� � 	� ���
	!��� �����,��� 
��] � 
 �S
 � 	$(G� ����� �����,���[� � 	?��������� 	!� '��������# 	!���*� �Z 	!� � � 	!�U�Z�<)2( 	 ��� 	!��� ���
	
� ������������� �����*�G���9� � 	6B�	 ���H��� 	! F��� � 	!� � ����
F� � ����� ����������� � 	J� �
����� �����2� 	!��� ���
	!�Z� ������� 	!���4 ���	� 	 �
	$��� ����� 	!�Z� � 	
(G��( ������� �������  �2� � 	!]���
F(G��	$+ B;� 	$�"� � 	8� 	!��� ���
	!�3� �
	 ��	$� 	 ����� 	! 7# ���8�*(G��� �����4� ����� 	 ���*+6��� ���%� � 	������ 	ZB���� �

 ����� ����������	0���	�	� 	!� �=� ����� �������J� 	!��� ���
	!��� �U� ����� ��� ��������� �U� ����� ��� �����
��� �U� ����� ���J����  � ����# 	!� �����
��� + � � 	
B�	 ���H���*�Z������� 	 ��� 	! F�*�0����
F� � � 	J� � 	J� �
����� �����2�*(G��� �����2� ����� 	 �����*�8�*( 	!� ��� )L�J� � � �2��	3� ����� 	 ��+
	��<)2( 	 ��� ����� 	 ���J� �
	��<)2( 	 ��� 	!��� ���
	��+%B;� ���1� ���F� �S� 	! -�*�  ���	� 	 �
	$��� ����� 	�� � 	�(G��( ������� ������� � � � � 	�( �����6��	$
 ���Z������  M�)
��	$� 	 ����� � � �F� ���1�"�0� ����� 	 ��+ ����� ),� �����>�*(G��� ������� ����� 	 �9� 	 	! 9�3�*�=� 	8��(�(G����	! ��*�X� ��� ���
	 � 
� ��	!�3�*�X��������	!���>� � 	

hyperfe
��� ���
	����� , ����� � � �������*��� � 	3(G��( ������� �������  M�)L# ��� ������� ��� � �L� ������� ����� 	 ��+G� ���H� ��� ��������� � ��� ���H��� � ���*�

� � 	>( �����6��	$
 �����;� 	3���*�*� � � 	! 
��� 	3B�	 ���H��� � � �0( ����# �� 	! 5�2) � � 	 	 ����	$�<# ������	;��������������� 	 ��� 	! .�*�F�*( 	!� ��� )"���E� �� 	 �
� � �8B���� �

B;� ���1��*��� 	!��	!���[� � 	�� 	!��� ���
	!�%���� ^� � 	 �
	$�2) �
	! ��� 	�� � 	� � 
 	$��� ������������� ).���>� 	!��� ���
	��*(G��� 	  ���	� 	$� ���
-
�
�
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����� + ���� + ��W� ��%&� + �5��%&�5���0	
���� �����������>����%&�%I��*o�@�5����������V���F���'�����������V���������  !�����������V�J�������������
��� + ������5����������*'�6*7	T� + * + ����������*'�>� D>�����=UwkR����������0���>��?����,w���������
,H�
	�� ���$�?����"#��#*7	������ + ������� !��������"#���
���������0�����%/UT� ���$9>����\����� ��� + ��*' !��%&����#�����	 ���7������c@� ���Q*7	�� ���$����������� <(*7	�� ���8	
���� �������,

u�t ��t u�t��
	���z'z'{�	�y

�J���������������'����������	
������j* + ��������f�T��%&��i� ���[��������� + ����*'��� �����;� ��� + * + ����������*'���^�����R9>����
��� + ������5�����%g"@<[�J������������������� + �%B%&��������� "@������*'����, �J�������������F�'����������	
������C	
*7��� �h + �����'���N�J�������������
��� + ������5����������*'���n*7	a� ���i%&��������� "@������*'���n����%������i*'���i*7	a� ���i�0*7��� + * + �������V������?��� m ����W�����% � �
�'����������	
���'������*'��, �&� ������=U>������ + �����'��� U�����%o�?< + ��="#*7�����H%&��'������*'�j"#*'�T��%&�P�'���j"#�;��� + �����'����� <F	
*7���0�%
"#�� 9>��5�>� 9>*O�'*7� + ���� ���Q�J�������������>%&��������� "@������*'��� .

Operation
�-/���g�0����r����%[�'*' !�����������'�g�0��������hf*7	>� + * + ����������*'�r� + ��'��	 < �����H�J�������������

��� + ������5����������*'��,V�/<(���%/���'� ���Q� ���8� m ��������*'�>*7	��M�J�������������?UT� ���8�&��<#��������>�'����������	
���'������*'� + ��*7�'������'���:"#�
���	
*7�������������%W���J�:�0� ���������F%&�����������'� + ��*7�'�����,BkR��� �H� m �������'������� + ����*7����U�%&�����������'�Q���#G ��%&�@�%������ ���
� ���$�;������������*'"#����%&�����������'�8�0����������

DM x;µ , Σ( )= x − µ( )t Σ−1 x − µ( ) [2.11]

����5R�
�	'=$#�������	����	�
�
��)J����5R� ��������24��������� ����;+���	�
��EW� EW���#>P����;X�?� �������	����	;+�����
���
���	_

i∈[1..NC ]
argmin DM x ; µ(i) , Σ( i)( )� 

�  
�  
�  [2.12]

Figu
����
��R2 ���9����1��R2 �
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� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!� � � ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�
������ ��!���� #� ��"E���!����� ������� ������� � � � ����� ��� ������ ��!���� #� ��"E���!����� ������� ������� � � � ����� ���

���������
	��� ��� ���������
	��� ���

�9��� 	!��� � � �F��� �������1)^���� ��U����� ����� 	$���1) & � � ����	J� � 		�=� ����� ����������� �S
F(G� ��������� �
	 � ����� �
�
	!���<�	� �6� � 	
� �������6( �����6��	$
F+?� � 	$)-� �
	L��� �
�
	!���J�	� �7� � 	L� 	!������ � ����� 	@� � 	@ ������� ���X�1����� ��	 � � ���6��������� 	@���� �
	!����� � # 	
����� �������1)L���� 5������� ����� 	$���1)��	�9���6��	��� �J���� 5�9���6��	��� ����� 

�F�<B���� ����� � 	 �6� 	!�1�<� ������	!�*+���(G� � 
��������� �������1) �
	!� �����*�<B;� 	$��� � 	3����� �S
F(G� ��������� �
	 �S(�� 	!�� 

Method. TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
Gauss 0.86057 0.29396 0.01756 0.01737 0.01636� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� "E���!����� ������� ������� � � � ����� ���

�9���6��	��� �

Method. TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
Gauss’ 0.95211 0.11352 0.00966 0.01185 0.01013� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ��������� � ����� "E���!����� ������� ������� � �

cation�9���6��	��� ���

�9��� 	;��� ������� )6� ��� & �F�?� �
	!� ���������4� 	 � � �L��� 	;���Z� � 	3
�����<(G��( ����� �J��������� ��� ������� ������� 	!�1�<� ������	!�
���� ���*� �
	!����� � # 	!� )E� 	$B ���� ����	!� ��� )E 	!� � � 	! F(G� ����
 	!� 	 ���*+ �=� ����� ����� ��������� ��� ������� ����� ����( �����6���6� ) ��� 	;���
� � 	�� 	!��� �S�� 	 �����*���� ���� 
����� � ��� ����� � # 	!� ) � ���	� ��
��� � # 	 �
	$( �
	!� 	$���*��� �����D
 	!� ���� 9�  �=� ����� �����
��������� ��� ������� ����� ���%� � 	����*���� 9� �� L� �2� � ������B;� ���1�,�����<��� � 	 �Z� 	!�1�<� ������	!�U� �
	?����
F(G� �
	! � � �
	 �2� �� L�*� 	!��� 	?���
�����������*��� � # 	3���� 5��������� ���*��� � # 	3������� )6� ��� 

u�t ��t ��t����:x6	��x�z�|��:x�{ !!����� �

V	�SB�	3��������BO� � 	3����� ���H�<
 	$���<���4����� 	!�����*�G� 	3����
F(G��	!� 	!� )L 9���*�J �
� # 	$�<+S
��P�� � �U���8����� �S
F(G� �������
�����*�8 ����� �
� � ��� �����;(G� ����
 	!� 	 ����� �6�*����( 	$+$�F� 	!� �
	!���!� 	 ���H�<�6� �	� ��
�
�4��������� ��� ������� �������
	!� �����*� 
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Operation
 ��D:D��'����������	
���'������*'�]���������0��M� �����#� ���Q�0*7���#�'*7�0�0*'�]����"#��&���0*'���0� ��� �;�'��*7������

����� + ����2���2� �����0*7��� + ��*'"#��"#��������"#���,I����*7���5������2���2�'*7�0�0*'��� <XG ��%&�@�%1����� ����� ��� /���'����%&����C%&�����������'�

measure.

DE x , y( )= x i − y
i( )2

i=1

N
�

�  

�  
�  �  

�  

�  
�  �  

1 2

[2.13]
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���	��� � � !"��#$� � %�&(')#*�,+�#*� ��#*'�� ��� �������	�-�.���	/0#*�1��������#0�324��#0+�����56�
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� ���

-
�!�.�&������� �!��� ����� ��� ��� ������� � � � ����� ��� � ���

-
�!�.�&������� �!��� ����� ��� ��� ������� � � � ����� ���

���������
	��� �4� ���������
	��� �4�

f0

f1

0
0 255

255

f0

f1

0
0 255

255

� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� � � ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� 
� �:9

-
�!�.�&������� �!��� ����� ��� ��� ������� � � � ����� ��� � �:9

-
�!�.�&������� �!��� ����� ��� ��� ������� � � � ����� ���

���������
	��� ��� ���������
	��� � �
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���������
	��� � � ���������
	��� � �

�9��� 	!��� � � �F��� �������1)����  �U����� ����� 	$���1) &L��� 	0���*)2
F(G�*��� ���?�*���*����	 �
��� � ����� 	$+ �� 	  + � �
-
�9K$ ��� �2K$ +

��� �����Z� 	!� �
	!����� 	 ���H�<�6� �Z��������� ��� ������� ����� ���U����
�����9� B���� 	?� � 	?��(G� � 
���<M9��) 	!� �����,�*���*��� 	 �
��� � ����� 	 � � �� 9�
���� 5\;� ��� �����
��� � �1������P2���	�������
���

.
��� 	 
�����4� ���H� ��� ���������4������� �� 	 ����� �������	� ����
�
T��������� ��� ������� ����� ���Z� � 	6# ������	J���$� A��� 	J����������� ��	! 

# ��� � � �%( ����� 	!���Z��� ��
�
 
��P�	!� ���<������(�( ����] � 
��� 	3�*
����� � � � �0� 	!�1�<� ������	 ��F�%� � ��� �
	!��� 	!�*+�� � 	 �
	 �������
� � � 	!��� ���
	0�*(G��� 	0��# 	 �[B;� ���1� � � 	0����� 	!���J� �
	0��# 	 ��� ��	! � ��� �
	!��� 	!�  �9���5�*
�����9��� � �.# ������	 �
	!� �����*� � �
�S�� 	 ���*
����� � � � �,� � 	@ ����� �
� � ��� ����� ���J� � 	@����� 	!����� ���������
	 �� � � �  �9������� �
��	F���3� ��# ������	�( ���� ��� 	!�
��# 	 ���*
����� � � � �� ���������
	 �� ����� N��� 	���(G� � 
��� �"# ������	J# � �
��	!���	� � 	!���1��( �����6��	$
 NK�� � ��	$��B�� �� 9��B��
�	 	!� � � 	! � � � 	!��� ����� �� �� � ���
	!� 	!� ���1��� �� ������� 	!��� �����<� � 	3��(G� � 
����� 	 ���H�<�6� �������� 
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Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
KNN 1 0.76094 0.24433 0.02126 0.01861 0.01959

3 0.82346 0.23834 0.02152 0.01895 0.01949
7 0.86584 0.24230 0.02137 0.02049 0.01924
11 0.88107 0.24680 0.02085 0.02146 0.01906

� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� � �!�.�&������� �!��� ����� ��� ��� ������� � � � ����� ���
-&��"#��� 	�, ���

Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
KNN 1 0.87729 0.12305 0.01832 0.01420 0.01583

3 0.92383 0.11823 0.01567 0.01395 0.01404
7 0.94232 0.11722 0.01426 0.01441 0.01310
11 0.94764 0.11751 0.01397 0.01481 0.01291

� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ��������� � ����� � �!�.�&������� �!��� ����� ��� ��� ������� � � � ����� ���
-&��"#��� 	�, � 	
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��� Y��bT���'�����(����%�� �?����� ���(* + �����0��� �; !��� ���(�0��<g�5 !�5�] !���=<g� ����*'���\��*'���M	
���� �����(� + ���'�(	
*7�1����� ���@���

+ ��*'"#����0,��
ST���=Y��5�;����� 	�� �E���  !����0���;��������� � + ��'c@�0���;��������� ��*'�����U��;������*'�;�������,&��������� �&*7��%&��J���������
�&��"#�����>����%N����� + �����������

&�����1*7	?A������ <#�����  ��D:Dr�'����������	
���'������*'� + ��*'"#��"#� < + ��*' !��%&��J� ���1�������� + *7����� "#���1� ��	
*7���0������*'�H� �
����@����%3��*1� ���!����� �����J*7	&� ���!�T��%&���� <#� ��� + * + ����������*'�6%&��������� "@������*'��,;�
� + ��*' !��%&�����*Q�����0�0���=<������������������'�
����%6� �?��� + ��*' !��%&��#��*N�0������M*7	 m ���������������  !�Q*7� m �����������������  !�O������� <#������, Z ����� ������0*7���5U �T������c@�OST���=Y��5�
9>� ��%&*'9>� ���\U����$%&*7��$��*7�$�5 !�5� + ��*' !��%&�O� + ��*'"#��"#������� <C��������0�����O*'�39:�������P���T"#��� m ���5��� + ��*7�'������ ���N�'���
"#� + ���	
*7���0�%&,

u�t ��t ��t �	�����x�y �R{ yI�&� �>z

ST���=Y��5�N9>� ��%&*'9>���
SwkR�&�����)c@��=���� %&�5������� <>��������0������*'�W������?��� m ���, �&��c@� ��D:D[�'����������	
���'������*'�?U
�������)�'*'������%&����%W�:%&�����:%&���  !�5�H������?��� m ���,r�
�!���J������*0�'*'������%&����%W�:%&�5������� <P� ������ + *7��������*'�H������?��� m ���
"#��'�������8*7	��������'��*7���8�����������*'������� + ��*O�'*'�? !*7� ������*'��,

�
���J�?< + �� + �������0�������X������� ��������� + ��*7	J� ���(c@��=���������%�� ���(��� Y��bT���'�����bw"#����%/9>��%&� �R*7	J� �����
c@��=�����,��
�@�����#"#��5�]%&��0*'�������������%6� �����#c@��=����&���'�����5U?��*7�#c@��=����&����� + �5U����Mc@�5<a��*N� ���Q���'����������<a����%
�'*'�����������5����<�*7	2� ���X��� + ������5����������*'���O	
*7���0�%3"@<V� �����O������?��� m ���X���E���  !����0���;���������
, A0�O�N���������� U2� ���
�0��G�*7�M�������*7	��������������V� �V����@����%W��*0c@��=�����%&�5������� <P��������0������*'�H�'*'���'��=���J* + �����0�������'�����bw"#����%/9>��%&� �

estima
����*'��, � + ��'��	
���'����� <@U0ST���=Y��5�f9>� ��%&*'9>� ���P�����X"#��5�[�h/���5��%&�%j��*g� ���'� ��%&�]	 �T���'����*'����9:�������

� + ��'��	 <: !������������*'����� �Wc@��=���� ��� Y��!"#�����%3*'�W� ���J��*7�'��� %&��������� "@������*'�6*7	T� ���M����� + �����,;�)� + �5��%&�5����*'�6� ���
�����*7�J�0����������5U��, �@, U��0������ ������@�������%a� m �������%a�����*7�=U&�����%a��* m ����������	 <H� ���:%&��	
	
����5���'�8"#�� 9>��5�V� ���
��������0�����%3����%3��%&����@%&�5������� <@U&������*7�0�����%/U + ��� ���'� + ���%0�0�� ��*7%&��	
*7�  !��������"#���Mc@��=����@���'�����M� + ��'��	
���'������*'�
���� !�$"#��5�>%&�5 !���* + �%N���E���  !����0���>��������� ��*'�����Uw�;������*'�>��?����,w��������� .

Operation
>� ���������%W*7	?����� ���3�:�����������@���1*7�8����� + 	 �T���'����*'�H���JST���=Y��5�]%&��%6�
ST���=Y��5�]����� 	�� U�� �����

%&�����������������*'�:��������M�J�������������
-
����� + �%/UT	
��h/�% -

���'�����8c@��=�����,

G z , σ( ) =
1

2π( )N 2 σ N e
−

zt z

2σ2 � �����
z ∈ℜN [2.15]

� � �����	��
��������
�����������

S�  ����� �"!$#����&%	� ��'(�)%*'(����
��� +,�.-/��0)1���)�	��


P x , σ( ) =
1
S

G x − y j( ), σ
2
 3
 

4
 5
 

j=1

S6
[2.16]
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-/���O������������8�����O�@�  !�5�P� � Z ���\������ 	�, ���
-
	�, ���(	
*7���� !�������� <C*7	#c@��=��������'�������, Z ���\������ 	�, ���O����%

	�, � �N������*��'*'������� �;����@��*'���O����"#����%39>��� �W"#�����'c>��*(� ��%&���'������� ��������*(����"#��#�'*'����%0"#�����������\���%a��*(� ��*7���
����� + �����,e-/���O��� + ����0�5����������*'�3�����%>� �P� �����8��� ��%/<C�5 !��� �������%>*'��� <C������� ��� ���N����� + �����9>��� ��� �a�O	
��h/�%
%&�����������'�5U$�

σ
U8*7	2������n�������� ���6����� + ���,�k]���5�C��*>������� ��� ���6����� + �����9>����)9>��� ��� �n� ������%&�����������'�5U���*

%&�5������� <�9>������������0�����%/U�����%a�J"#�����'c��'������������"#��79>���)���������\���%&, -/������:����@��*'���)�����:��	
����� �����:*7	�� ���
��� + ����0�5����������*'�>����%)��*7�?� ���8������?��� m ���8���������	
,
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� � � �&� &���� # � �! 6��#�� σ � 	!� ��� ������� � � � ����� ��� � � � �&� &���� # � �! 6��#�� σ � 	!� ��� ������� � � � ����� ������������
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� � � �&� &���� # � �! 6��#�� σ ���!� ��� ������� � � � ����� ��� � � � �&� &���� # � �! 6��#�� σ ���!� ��� ������� � � � ation���������
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σ
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σ
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� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� � � ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� 
� � � �&� &���� # � �! 6��#�� σ �9 	!� ��� ������� � � � ����� ��� � � � �&� &���� # � �! 6��#�� σ �9 	!� ��� ������� � � � ����� ������������
	��� � � ���������
	��� � �

�9��� 	!��� � ���F��� �������1)O���� �U����� ����� 	$���1) & � 	 ��� 	!�0 	$��� ��� ) 	!��� � 
��� �����T� 	!�1�<� ������	!� ��	$� 	 ������� )
( ����# �� 	 	!]�� 	!����	$���U����� �������1) ���� "������� ����� 	$���1)��	� �?� ����� ��	X���UP�	 ��� 	!� �*����( 	!�8���� "� � ��	!�  � ���H� ��� ���������
�
	!� 	!� ���1������� �2��� 	 � ���*�L 	 �
� # � � �^� �S����� ���������	� �J��(G� � 
���>P�	 ��� 	!�>� � ��	;�*( 	!� ��� ������� ����� � � ��� # 	 ��
��� ���������
� ( 	!��PH
��� ����������� ��� 	!�*+ �A� �
����� 	!�>���� �����
��� �9���� 	 � �����
���2M9��� ���1����� ��U��
F(G� ��������� ��F�[B���� � ��
�

��������� ��� ������� �����<+ ��� � � ���*���E�*
�����=���0�5� 	 ���H�<�6� �������� �
���������	 
S�6���� �B��� 9� � �
	!� �����*� � � �S�� 	 ���*
����� � � � �
� ���������
	��� �4��� E�9���8��� �
��	3���4�6� 	 ���H�<�6� �������� ?( ���� ��� 	!����# 	 ���*
����� � � � � � ���������
	��� � � � 

Method. σσσσ    TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
PW 2 0.84960 0.24390 0.02069 0.01960 0.01911

8 0.90534 0.25473 0.01700 0.01962 0.01650
16 0.91394 0.28018 0.01458 0.01801 0.01515
32 0.89889 0.30073 0.01420 0.01750 0.01504� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� � �&� &������ � �! 6��# ��� ������� � � � ����� ���

�9���6��	��� �
�
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Method. σσσσ    TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
PW 2 0.93420 0.12209 0.01428 0.01476 0.01377

8 0.95858 0.12271 0.01032 0.01375 0.01089
16 0.97261 0.14125 0.00728 0.01416 0.00953
32 0.98743 0.18084 0.00448 0.01625 0.00816� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ��������� � ����� � �&� &������ � �! 6��# ��� ������� � � � ����� ���

-&��"#��� 	�, ���
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&�����i*7	0A������ <#�����  � � ����*7��������*'�?Uac@��=�����%&�5������� < ��������0������*'� ������?��� m ���� + ��*' !��%&�f�����������

m ���������������  !� *7� m �����������������  !� � �������\���o� ����* � ��� + ��*'"#����0�B���a������%&, �:*'9>�5 !��=UR� ���������������� ���

i
������ + *7�������%&bT���0*7*7� ���%6%&�5������� <a������	
���'��M�5����"#���Q� ���Q�����������������'���&������� <#�����M*7	!� ���Q%&������, Z *7�2�h/��� + ���5U
�0*7%&�]��%&�5������	
���'������*'�?UN����%&�@�]������ !�������� U) !�������5<B������ !�������� UN����%V�?���0���*'���>*7� ����(������?��� m ����>�'���o"#�
� +T+ �����%n� �i�6�����������\����	
*7�=9>����%n�0���?��������E���  !����0���i���������O-&*'�TY������8����%;ST*7��������������������� �&��'*7� m ����%
ST*7�����������8���������T�&���5���Q���������

.

u�t ��t ��t��(���
|�{ � 	�}#x��x6� &x���'x
	&|���\y

�W������������<#����% + ����'� + ����*'�>���5�������E���� 9>*7��c@�J� ���&ST���������1�'*7�0�0*'��� <P�'�������%X"#���'c + ��* + ���@������*'�
���� 9>*7��c@��,p�&���'c + ��* + ���@������*'�o���	
����:��*W� ���0�� !������@�0��*7*7�2�0����g� m �������%H�����*7�O� A � � � &�8�@����%&���5���
%&����'�5��� + �������0��������������0������*'�e������?��� m ���5U)9:�������e���6*7	
���5�e� +T+ �����%^��*n� �����6��� <#���]*7	X	
��%&	
*7�=9>����%
���� 9>*7��c@,w� �&� +T+ �0���?�>���������T�&�5"#��������%N�J�*7���@��* + *'����*7�����������

���&ST�1%&�5 !���* + %&��'������*'�a"#*'�T��%]��� + ������5����������*'����, -/���N�'*7� + ���h/��� <�*7	2� ���N��� + ������5����������*'���
� ���5<R	
*7��� ������%&� + �5��%&�5���J*'�f� ���1���� 9>*7��cP��������������'� �����5U�� �����@����%&���5���J%&����'�5���J����� + ��� Y��5U�����%;� ���
������� ��� ���]�����0�, &�����f*7	)� ��������'*'������%&���������*'���J�����J"#��5�f� �������T"@G���'�J*7	� !������*'���X�@����%&���5��� U��@�5��������
�����@*7����� ����U����������������%3���?�������� ���\U�����%����5��������������������������@������ �6���6�	
	
*7������*Q������*7�0�����M� ���M� +T+ �����'������*'�6*7	
���&ST��,����E��������c@*7	
	������ 	����&�5"#���J����%W�J�*7���@��* + *'����*7�J����������ST��������*'�?U��E��,����������8��!����,?��������� ��	!� + ��'�����
� �����������T����� ���J�0*7%&��	
���'������*'�W��*1� ���!���� 9>*7��c:�����@*7����� ���n9:�������W�������������� �W� ���J%&�	
� ��������*'�W*7	&����%&����� "#�������
	 �T���'����*'�C���� 9>*7��c@��, -/������)���� 9>*7��c@�O�����X�'��*7���� <V����������%P��*�	
� �������X�J�������������;�0��h/� �����X�0*7%&����O� �!�TU
�2�=Y�<@Y���cQ��?����,w���������

.
-/�����8%&�����������������*'�3������$���&ST�$���� !� ���N� 9>*J����%&%&�5�P����<#����8����%>	 �����T	
��%&	
*7�=9>����%>�'*'�?����'���  !��� <

"#�� 9>��5�V� ���:����<#����)� Z ���\������ 	�, ��������% 	�, � ���
,BAi���� 9>*7��cO���� !� ���3�8��*7%&��J� �H� ���1	
������� ����%&%&�5�H����<#��
����%)�M��*7%&���� �>� ���8����'*'��%)����%&%&�5�>����<#��#�������	
����5���'������?���&ST��h���,

� ��� ��� � � ���� ��>� �E�� �!� ��� � ��� ������ ;� �������.� �������
Z ���\����� 	�, ���
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f0 f1

Class A Class B� �������.� ������� # � ���#��# ���6�  � ������ ��� ������ � ��� � ����9 �
Z ���\����� 	�, � �

Operation
 &�����B� � + ���2��*7%&�a�'*7������ + *'��%&����*��P%&��	
	
����5���1	
���� �����, &�����I*'��� + ������*7%&�

�'*7������ + *'��%&�)��*3��%&��	
	
����5�����'��������,[A������������� + ���:���)���������\���%C� ���:����"#���������*7�'�������%X9>��� �H� ���1*'��� + ���
��*7%&�$9:������� + ��*7%/���'���� ���8�������@����?*'��� + ����,

Z *7�2ST��*'"#����0�M�Q����% 	(������� ��� ���N�'*'�����������8*7	@��U�� �6� U �6�6� �������������*'����U!��, �, U!����� + ��������8� ����*'���\�P� ���
������� ��� ���f%&������, -/���69>����\�����a�����>� + %&�����%I��	
����6������F����� + ���V��� + ������5�����%/U3��������������\<e�'�������%
K�������������  !�LW������� ��� ���@, 	0��� ���]�6��*7*7�)�0����i� m �������%n�����*7���0����������5UO� ���:9>����\�����N�����:� + %&�����%C"@<
����c@� ���Q�M����� + � �>� ���8�@����%&���5���?%&������'����*'�>�M%&�����������'�8*7	����R*7	�� ���8�@����%&���5���?�0���\����� ��%&�,

k]�������W��*7�3�;�'�����������*'��	
*7�W� �����'*7� + ��������*'��*7	3� �����'����������	
������a� ��� �����a%&�����������������*'�?U(���0���
��� + *7���������1��*6��*7���a� �����1� ���a������� ��� ���;�����0���������*7�'�������%H9>��� �B������%&������*'������"#���'c + ��* + ���@������*'�B�'���n"#�
�h/�'������  !�, -/���(�����0�3��� m �������%>9>���:�������o� �����8*'��� < � �T� �6� �=�T���:*7	M� ���O�;*'�����3��������*W����������������*'�
�'*'����%3"#� + ���	
*7���0�%P� �;�N�������*'����"#���X���0*'�T����*7	������0�, -/���J�;*'�����X��������*(*'���

-
�����@�0�J !��� ��������� !�

"#��5�R��%/G �������%����'�'*7��%&� ���@� <#, -/���(�������������	
*7�1�1 !�������� <n*7	M%&��	
	
����5���8��� Y���:*7	M� 9>*X����%&%&�5�o����<#����%
���&ST�������8����*'9:�>� � Z ���\������ 	�, ���M��* 	�, ����,
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� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� � � ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� 
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� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� � � ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� 
� �%��� � � 	���� � 	!� ��� ������� � � � ����� ��� � �%��� � � 	���� � 	!� ��� �

ssification���������
	��� � � ���������
	��� � �

�9��� 	!��� � �"�F��� �������1)"���� �U����� ����� 	$���1) & ��� 	 � �*��� 	
-
� 	 ��	 ����� ��� �����J� � 	!� �
	$
D�����6� 	 	$� ��� 	! ��*�

( ����# 	8� ����� � �9K��3����� �
	$( �
	!� 	$���>���<),� �S����� �����"�*�X���"� ��� ��� ��� ��), 	 ���
	 	����>����� �������1) ��� � � �X��� 	Z� �� 9 	$�
����) 	 �@+����� C�2) ��� � � � � B���� �� 9 	$� ����) 	 ���*+����<)  	!� ��� �����/�6� �S�� T�����/� 	 �
	$( �
	!� 	$��� 	! �	\;� ��� ��PH+
� � � ���1������
F� 	 	!�6���� ���������<K�� �������5����  � ������� � ��������� ���*
��� ���� �2���<
F) �����
��� �9� 	$� ����  �9� 	$� �����
��� 
��� 	��A����� 	 �U� ����� �
	!� �����*�G�	� ��K������6��	$
� �?���� �5� �
	 ��� # 	$� � �.�9���6��	!���� �
�X���� �� ��� A��� 	!� 	 �
	!� �����*�Z� �
	
(G�����*� 	! � �����������
	!� �� �������� �� ��� 

Method. #Wgts TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
MLP 36 0.90327 0.26495 0.05007 0.05858 0.03610

108 0.88089 0.24267 0.06650 0.05939 0.04470
360 0.88044 0.24143 0.06509 0.06155 0.04021

TP
� ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� ��� � ��� ������� � � � ����� ���

�9���6��	��� �
�
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Method. #Wgts TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
MLP 36 0.94569 0.11549 0.03472 0.03211 0.02013

108 0.93519 0.10756 0.04273 0.03246 0.02343
360 0.93376 0.10504 0.03667 0.02764 0.02150

� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ��������� � ����� ��� � ��� ������� � � � ����� ���
-&��"#��� 	�, ���

100010010
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

TPR
FPR

# of Weights

T
/

F
 
P

o
s
i
t
i
v

e
 
R

a
t
e

100010010
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

TPR
FPR

# of Weights

T
/

F
 
P

o
s
i
t
i
v

e
 
R

a
t
e

� � � � � � � � �<���!��� ��� ���!� � (��������!� � � � � � � � � �<���!��� ��� ���!� � (��������!�
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�����8*7	�� ��� + ��*'"#����0�?9>��� �:���&ST������*' !���������� ��� ���@,H��*'������%&��#� ���8	
*7����*'9>� ���Q	 �T���'����*'� 

F x( )= 4. 26 e−x − 4e−2x + 3e−3x( )+ G 0, σ( ) PC����&'�09 = 0..3[ ] [2.17]

G(0,σ B &'�%��&'�����%���
� n � � ����	��'�1���5�5	��
	 68�p���.	����pPH	�� �1�0m,��&'�2�2���'���;@:��� σ ���G! � ����
	���1	�� �
���PG�1���-� ���
�5�.�
�
���E��	 ���G	 �zt$	�# � &'���,� �R��� @:���G� ��	 �z���.��	��c��	 ���G	 �zt$	�# � &'���,� �R�C��.&'&'���
������5�l�
�J� ��� σ=0.1 ! � ����
	�����
�=���%� � ���L�����
�
��&Q	��2#$	 68�%� �
�=�Q���5TcPH	�� � ����C��	��5�5�%� ���')/��&Q�.! ���Q���.�5���2�'��� �
&'��	 ����� !"�.&-�,9:��� 6
	��
��&'���
	�����
I��68��&'�
&'��	 ��	 ��#2�.�� � &'���|@:���4! � ����
	���=�'����&'�.9:	��2���
	���=�5�%68����������C($)E� ���3���5TH	��0�
���PG�}���
� ���+� ��	��<J��	 ���+	 �1t$	�# � &'� �,� �R���;@:���p����� PH�.&'<R�����8(/��# � �1�
�2!"	��8�
�2� ���p���.	����+�.!�� ���+��������������� t$	�# � &'�
�,� ������&'�68	��5���4�������.�3�.!s�2���A{ � !"�.&�� �����
&'��	 ��	 ��#L�'���=�
�����
	 ��#L�5���
�2���4� ���Q�
&'��	 ��	 ��#H�.!3� ��� ����� PH�.&'<
��&'�.#$&'������������� 68��&'�
&'��	 ��	 ��#�	��0	 ���5	�����
���G($)c�4&'	����R	 �}�
�����
	 ��#l�2���A{ � �5���
��	��
�R� ���������
	 � � ���,�5���&'�������
	 �=�
&'��	 ��	 ��#��2���A{ � ��� 68��&'�
&'��	 ��	 ��#2��'�=�������Q�.�� � &5PG���%�}�4t$n8��� 	��0#$	 68�%�}�
�.�Q�2�'�S)c��.��������%���
�
�
��&'�%��&'�����%�������5	����
&'	 ( � �
	���A�.&�PG���%�A�l���.� )$���.�2	����8�.!3�
�.�4��	�#N�u�.!��Q�5��#$&'���C	�� � �����E�
�7&'�%��&'�����%��� �
��������������! � ����
	�����A�K	�� �����5T��
I.���PH�%68��&DIO�����
&'�.����	 ��#C� � ���c��&'&'�.& 	��5���.�5���
&'��	�#N���
!"�.&DPH��&'�7~"T����
��&'����SI
{ �
�>�3����	�&/���S�����>�����
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����� � ���.� ��� � � ����� ���6� ��� � �!� ��� ���! #� ������� ���� ���� � � ��� � ��� �

���! ��� � � ���!���.��� �� %�@�� ���� � ���6� ��� � � �!� ��� (��������!� ���.�&� ��� ������� � ���

 (��������.�&� ��� ��� � � � � ����� ��� 
 (��������.�&� ��� ��� � �!�V���.������� � ������� ���#� � ��� �

���������
	��� �4� ���������
	��� �4�

�9��� 	8��� ������� )6� ��� & �Z� 	����>� � 	Z
�����[����
F
�������
F(G��� � ���*�%������� 	 ��� � � � � �9K�� ���%� �����[� � 	$).� �
	
���	� 	$�,# ��	$B�	! ���U�6������P��6��]L��������� �������0�*�7( �����6��	$
� W��� 	$)�( ����# �� 	X�����*�*��	 � ��� ����� � # 	 � ��� ���H��� � ���*�^� � 	
� �
��� 	 �
�����/B���� �/B;� ���1� � � 	$) � �
	,
��P�� � � � � 	 ��� 	!� ��� �������  � ���H� ��� ��������� �
	!� 	!� ���1� ����� �2��� 	 � ���*�
 	$# 	!����( � � �������2� �
��� �<
�8�	� �?� � 	X��������� ���*��� � # 	X������� )6� ���8���U� � 	 ����( 	 ���	� ��
����� 	X���GB�	!��� ���Z( ����# �� � � �^�

� �
	 � ��� ����� � # 	 �
	$( �
	!� 	$���*��� ����� ���=� � 	 ���7 	!� ��� ����� ( ����� 	!���  �Z� 	@���J� � 	8
�����3����
F
��� � 	!�1�<� ������	!�

relie
�@��� � � 	.�����<# 	 ��� ����� ���0� � 	X� 	!� B�� ��PE�*� �. 	!� ��� ����� � �
	 	�� �X�*���6��	�������P��S(:( ����� 	!���  ������� � 	 �

�����������*��� � # 	=���� @��������� ���*��� � # 	=������� )6� ���G�����.� � 	$�X� 	 ( 	 ���	� ��
 	! @���.� ��������� �
����� ���
	  ��� 	!� 	J��(�( �������1� 	!�*+
����B�	$# 	 ��+> 9�3�����9����
F(G��	!� 	!� )��� 9 �
	!���U� � 	�# ������ 9��� �����,���� 0# 	 �
��� ������� �����5( ����� 	!��� �
	!�������
	! L��� �6������P3�6��]

methods.
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u�t ��t ��t��
-Means

K-
�0������(� ���;�1* + ���������Q�T��%&��0� ���C��������� + ����*'�I� �����O� ���W%&��������� "@������*'�j*7	Q�C�'*7������'����*'�j*7	

����� + ����]�'���I"#�C9>����N��� + ������5�����%R"@<���������� + ���n�'��������������� <���<#�0�0��������V�J���������������(���� !� ���^� m �����
 !�����������'�,WA0���J���������� U �

-
�0���������� + ������5����������*'�����'����"#�M�'*'������%&����%N	
� �������8�J�������������>�0��h/� �����8�0*7%&����

���� !� ���^�'*'����������� ���%e�J���������������'*7� + *'���5������, -/���5<F��� + �����'����� <F	
*7��� + ����'�59>�����;��� ������C%&��'������*'�

bounds.

K-
�0������8�'���3"#�O� +T+ �����%>��� + �����$*7	#�Q�'����������	
���'������*'�P��������0�O��*X���8��*X�0*7%&��T� ����%&��������� "@������*'�

*7	��X��� ���@��� + * + ����������*'�?U�*7�J�����'���6"#��� +T+ �����%a��*(� ����������� ��� ��������� + �����*7	���������� + ��� + * + ����������*'���)���)�
�'� ������������9>��� � � ���R�@*7���(*7	W������*7�0�������'����� <r����%��	
	
���'���5����� <r%&��������� "@����� ���I� ���o�0������V���0*'���I� ���

populations.
� �W� ������%&�����������������*'� �

-
�0����������T"#�� ���8�����%3	
*7���'����������	
���'������*'��,o-/�����T����U&��������"#�� ���1� +T+ �����%0��*

������ + * + ����������*'�R� ��%&� + �5��%&�5����� <g��*C�0*7%&���� ���3%&��������� "@������*'�o*7	M�����:����� + ����:����%V� �o� ���=� + ��*' !��%&�3�
�'�������J�'*'��%&������*'����� + ��*'"#��"#������� <P	
*7�8�&��<#��������H�'����������	
���'������*'��, -/������	
*7���5U � �T�1���	
����M��*N�0*7%&���� ���0������

+ * + ����������*'�N����� ����*'���)�'*7� + *'���5���&����% � � 	N�'*7������ + *'��%&�T9>��� �W� 9>*1�'*7� + *'���5����� + �� + * + ����������*'�W����%
��*O	
*7��� ��,

Operation
J-/���8� +T+ �����'������*'�>*7	 � -

�0�������� �? !*7�  !���� ���8	
*7����*'9>� ���Q����� + �

�����&��*7*7���8� ���$�?����"#��#*7	��'*7� + *'���5������U �
Z *7�#������ + * + ����������*'�?UT� � [1..Nc

� Uw���� !� ���Q�M����?*7	�������� ��� ���Q����� + �����U S(tr:C)

	����&��*7*7���
µ
� f���� � 	
*7�#�����7� �T��, , �

����A0�������\�>������
x �  S(tr:C) ��*O�M�'*7� + *'���5�������� ���Q�0� ��������� /���'����%&����>%&�����������'�8�'�����������*'�

��� � ��'*7� + ����� µ
� f���� � 	
*7�#�����7� �T��, , �0����� ���Q�'*7� + *'���5���?�@��*'� + � ���@��	
��*7���

���
If
�5 !��=<(����� + ���4 ���'*7� + *'���5���?���������\���0�5���?���?�T�����������@�% then

�5��%
else

�@*7��*O����� + �

A; !�������� <�*7	w���5�������������'���h/�����?	
*7�#����*7*7��� ���Q� ���8� �����������7�0�������	
*7�#� ���8�'������������
� ���
µ
� f���� � � �>����� +

	��
, Z *7��� ���!9>*7��c + ������5�����%3� �W� ������%&�����������������*'�?U�� ��� µ
� f���� � 9>����J����*7���5������� ��� �P������%&*7�j�������'����*'���

	
��*7�^� ���8������� ��� ���Q����
S(tr:C).
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�9��� 	!��� � ���F��� �������1) ���� �U����� ����� 	$���1) & ��� 	.( �
� ��� � (G���=( �����6��	$
�@B���� � �
-

 	!�����"� �
	 ���*�

 	$( 	$�� 	$��� 	8���"� � 	 � � ��� �����S
 	!���@# ������	!�*+ ���*�3 	$( 	$�� 	$��� 	8���"� � 	8� �� 	 � � �FB;� ���1�� � 	�� ��� � � � � �X 9���*� ���
( �
	!� 	$��� 	! �+ ���*�J 	$( 	$�� 	$��� 	0��� � � 	0�*( 	!� ��� ���?� 	!�6��� � ��� � � � � �5 9���*�U� 	 � � � ��� 	! �+ ���� �� � 	 �
	!��������� 	8���"� � 	
��� 	 �Z�*�;�*( 	!� ��� ) �  �����������G�*�7����)2+ �

-

 	!����� ���G� �S�2I 	!�����*�7��������� 
��] � 
�?���� @� � 	 �
	!�	� �
	 ( ����# �� 	!��(G��� �

����� 	!��� � ��������� ����� 	$���1) W��� ��� ���GB�	!��� ����������� ����� 	! � �A� � 	 ������(���� � � ���������
	 �� ���  �2� �=K������6��	$
 ��+U� � 	
 ������� ���X�1����� ��	 � � � � 	@��� 	

-
� ���H
� ����� ��	!�;�	� �0� � 	@�9K$-���� �2K$# ������	!�;��� � � ��� �
	!��� 	!� � �� ������� 	!�7�

� 	$# 	 �
	= 	!� �
	!��� 	 � �.����� 	!��� � �;������� ����� 	$���1)  �2� ��K������6��	$
 ��+ �� 	!����� )������=�	� ���U������� ��+�� ���4� � ��� 	 �U�������ZM
���X��� 	!]�� �
�� 	! ��=� ����� �����<+ ��� ���� ���	� ��� �����J�*�, 	!� 	 ��
 � � 	L��� ��(�( ����( �
����� 	L� � � ��� 	 �A# ������	 � ����� ������ �2� �
K������6��	$
 ��+�� ����PH����B;� �*�X� 	 �L�	� �U�6��� � ��������� 	!�  �2� �U�6��� �"( �����6��	$
�*+=� � 	@�� 9 ��� ��������� �
	!��� ����� 	!�
( ����# �� 	! ��2):��� �
��	 � � # ������	!�;��(�( 	!� �0�*�.�������	� �S�� �� � 	@��������� �����  ��� 	8( �����6��	$
�3B���� �(G� ����
 	!� 	 �
� � ��� ������� �4��� �����<+ ��� 	 �G�*( 	!� ��� ������� �������� �[+>���� ��� 	 ����� � # 	�(G� ����
 	!� 	 �Z��(G� � 
 � �4��� �����,� 	!�1�<� ������	!�U� �
	?��� �� ��	! 

� �
	3������� 	!� )L�	� � � ��� �A�<# ��� � � � � � � � 	!��� ����� �� �� � 

Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
KM 1 0.82714 0.27073 0.01705 0.01739 0.01615

2 0.86754 0.28483 0.05093 0.03924 0.03897
4 0.83296 0.24890 0.06654 0.07657 0.07088
7 0.79113 0.29009 0.05728 0.12592 0.08039
� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� �

-
� �.���!� ��� ������� � � � ����� ���

�9���6��	��� ���

Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
KM 1 0.97706 0.15863 0.00650 0.01508 0.00930

2 0.94669 0.14549 0.04098 0.01911 0.02298
4 0.92937 0.11924 0.02515 0.01614 0.01958
7 0.90416 0.13444 0.03270 0.02753 0.02937
� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� �

-
� �.���!� ��� ������� � � � ����� ���

�9���6��	��� ���
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� � � � � � � � �<���!��� ��� ���!� � (��������!� � � ��� � � ������� � � � � � � � � �<���!��� ��� ���!� � (��������!�$� � ��� � � ���������
Z ���\����� 	

.67
Z ���\����� 	�, ���

&�����M*7	�A������ <#����� J-/���$�����8*7	 �a�0���������*O��� + ������5���?� + * + ����������*'��4 ��%&��������� "@������*'�>�'��� + ��*' !��%&�
�����\����	
���'����� m ���������������  !������% m �����������������  !��� �������\����,I-/���)� ���*7����0��*7	������������������'���?������� <#������	
*7���J�������������?U
��, �, U � �T��U�����% Z �!�W�WU���, �, U � �T��U�������*N� +T+ � <a��* ���0�������, �:*'9>�5 !��=U!� ���O�h/�������5���'�O*7	#��*7�'���T�0��h/���0�
%&��@����%&��Q� ��� + *7����� "#������� <�*7	2�����\����	
���'����� m ���������������  !�N� �������\���&�T��������Q� ��� m �����������������  !�N������� <#�����Q���O������*

performed.
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f0

f1

0
0 255

255

µ0

µ1

����� ��� �����6� � � ��� ��� ��� 	%� �.���!�
t$	�# � &'� �,� ���

�3�����	��5��& � ���y�S)$���.� �����
	�����q�
&'��	 ��	 ��# �5���
�;�'��� � ��� U�� ��� B - �2���'��� �5�����&'	 ���
	��� �.!F	��
�
�5	����
&'	 ( � �
	���1��� �
���PG��68	��G� ���+�2���'��� �'����	������&'�(/�'(/	���	�� )}� � &D68��� 	 �1t$	�# � &'� �,� �����y�2��� ��� � #N�1�G���.����
�2��9:	�� � �F�����O(/���%�}������	��%68���:I8� ��������&'!"�.&'�2�'����R	��0!"��&3!"&'�.� � �����O�.!/� ���R	��5������&'�%��&'�����%���
���
	����� T��.�.&
accur ����)�&'��� � ���
�
I/�'�����'�S) MN� ����	��
���
	 68���'����� )/��	��p�.!O� �����2���'���sPH	�� ��� � �s� MN� �'���
	��
���
	 68�l�'����� )/��	��5PH� � ���
(/�0�2	����������5	 ��#$�

u�t ��t ��t ~#{ y�{ |�x��
	���z'z'{�	�y�]{ ��|
���x��]���&x���{ y�!

t$	 ��	��
�un � � ����	��'� �2	�9:� � &'�z�2�.�5����	 ��#K�5�%68��������c&'�%��&'�����%���
���
	�����c�.!2��.��������9q�5	����
&'	 ( � �
	�����
� ��&'� � #N�K� ���4PH��	�#N���
���u��	 ������&4��.��(/	 �����
	���r�.!-� � ���
	 �����Jn � � ����	��'�r��.��������%���0�5	����
&'	 ( � �
	������� @:���
��&'�(/�'(/	���	�� );�.!��F����������� x ��&'	���	 ��# !"&'�.� �=���� � �����
	��� PG��	���� 	��z&'�%��&'�����%���
��� ($) � ���rt$n8���
����&'���2���
��&'	 m,���l($) Ψ 	���#$	 68�%�G($)

P x Ψ( )= ω(i ) F x , Φ ( i)( )
i=1

K�
Ψ = ω, Φ{ }( i) i = 1.. K{ } [2.18]

o �c�������'I �H�%PH��.��(CPH&'�.�
�l� ���l�����2	 ���������'����& ��c!"	 ��	��
�l�2	�9:� � &'�l�2�.�5����	 ��#C~ �H�%PH��.��(H���������"�
� � � �����7���2	�9:� � &'�l�.!s� PH� � ��	 68��&'	����
�����.&'�2�����3�
�G�2�.�5���S���5	����
&'	 ( � �
	���c�'���7	��
��� � �
��	���&'���rT�����&'�����	 �
�����'�u��&'�����%���
��� �z�2��� ���.� �.!��2�.�2�%���
��!"�.&H� � �
�.�2���
	������� ) �5����.�����.��	 ��#r�z�2	�9:� � &'�1�.!l���.&'�2�����
~"T�����&'���� �����'�,�"� � 	����'����&'�.�����SI����PH�%68��&DIR&'� MN� 	�&'���q� ���H���.� � �
	��� �.!��C��	 ��� � �5��#$&'���G���.� )$���.�2	����
� MN� ���
	����� �3����%�c	 �c����������	��2	��
���7� ������&'�(/�����y�
�+��.��������%���
��PH	�� ��� MN� ��� 68��&'	��'��������'���R��&'�����%���
���
�G���.� � �
	���1	 �S68�.� 68	 ��#J&'�.�.�8!"	 ���5	 ��#J�'����� ���+!"	�&'���8!"� � &0�2�.�2�%���
� ~"�3����%�1���������"� �5	��
�
���4���
�
�%���
	���7PH���
#$	 68�%�y�
�u� ���E��	�<$����	 ���.�.�F�2��9:	��2	 m,���
	���y�'����&'�.����� � ���
	��l�����
��I0PG���%� @5�'� �'���K�5�SPH�'��#u~"@5�'� �'���
�5���'��#7�����
�,� I��'���c	 ���5�%���%���5�%���
� )=t$&D)/��&-�'�����8�(/��&'�
����1~"t$&D)/��&0�'�����8�(/��&'�
����1�����
�,���5���2������
&'���
���
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� �����#� ���O�0�� ��*7%>*7	#�0*7�0�5�����8���8� ��	
�����*7����*X����c@���� ��*7*7%>��������0������*'�P	
*7����*'���5��4 �8�����0�����% + ��*'"#����e����%
� ���8�0*7���8�@�5��������7�'�������,

� �H��������U��)�� + ������=U �&������%/U�����% � �T"#� �H�
�)�� + ������=U �&������%W��!����,?��������� + ������5�����%6���]������������  !�
��������0��	
*7�X������%&��� ���f�0������� ���f%&�����;� ���0��h/���0� Y�������*'� + ��*'"#����0�C����%I�������"#���������%I�����C� ���*7��������'���
�'*'�? !����@�5���'� + ��* + ����������,r-/�����J������������  !�1��������0�1���J�'�������%W�h + ��'��������*'�H�0��h/���0� Y�������*'�H� /�;�
,r�
�@�����
"#��5������%a�'*'����� �?�������*Q"#��� +T+ �����%a��*(����c@���� ��*7*7%C�0��h/���0� Y�������*'�V	
*7�M� ���:%&�	
� ��������*'�V*7	�	
� �������:�0��h/� �����

models.
Aj !�������� <H*7	���������=��������������?��*7��*7�@��������� !��������*(����'��  !�%a�'*'������%&�����"#���:�������5������*'�V	
*7� Z �!�W�

dev
���* + �0�5��� ��@��� + �����'���2�0�� ��*7%&��U��0� ����������%&�����������'��������?��� m ����X�������f���X����� - � m �������%;����%;��������

� m �������%F�0� �����0� Y�������*'� �0�� ��*7%&��UW�&��<#�������� ������?��� m �����UXD>�59>��*'� -
� � + ����*'�?UW����%F� ���o�0�� ��*7%[*7	

���'*7��� ���@,CA0��� ��*'���\����*Q��� ���@���M�0�� ��*7%�������"#��5�6����*'9:�6��*�"#�M��%&����@	
*7�!�����@����� ��������*'����U�/�F���������5 !������

+ ��* + ����������9:�������^�0��c@�6�������^� +T+ ������ ���H������?��� m ������ ��*7��%&���^����% �!�I��������� �!�I����% ��*7��%&���^���������
�!�?�������\U��8�������Q��?����,w���������

��� /� ��������� + ���8��*O� +T+ � <� ��*O�0��������h)� �? !�������*'�>������� m �������%N���?9>��� �:D>�59>��*'� -
� � + ����*'�>����%N� ���8�0�� ��*7%N*7	�� coring.

	�� /� ����������"#����w�&��<#��������>������?��� m �����%&�5 !���* + �?���0������'���7%&��	
	
���������������� �:�����\�
%&���0�5������*'����� + �������0�����#� + ���'���,

��� /� �'*'�? !����@�����*O��� ���\������������������������*7	
���5�
��� /� �����0*'��*7��*'����� w���?����� ���8*'��� <(�0�� ��*7%N	
*7�@9:�������>����c@���� ��*7*7%N�����\��������������%

��*O� ���'��������8��	
����#������>�������������*'�
�����]*7	X� ���]�0*7�����'*7�0�0*'�e�'*7� + ����� �����6� �e����@����%i��*�/�����>�����>����*'9��'*'�? !����@�5���'�P�������,

� ��'�5����� <@U���*'9>�5 !��=U��!�V� �!�V����% ��*7��%&���]��������� �����M����*'9:�]� �����#����� ��*'���\��/� ���������'��� <0�����M	
�������#*7��%&��
�'*'�? !����@�5���'� + ��* + ����������U�� ���M�0��������h�9:�������6�����������'������ Y����� ���M%&������'����*'�6*7	T����������� + 9>��� �6���� + ��'����*Q� ���
��*7�'���$�@����%&���5��������= !��)��*3���%/���'�1� ���1�'*'��%&������*'���?����"#��8*7	�� ��� �:����������H*7	�� ���1�0��h/�������F����c@���� ��*7*7%
������	
���'�8��*O� ������������� <(����'*'��%N*7��%&��#�'*'�? !����@�5���'�8��������������8*7	
���5�>���������5 !�%&,

	�, ��, ��, �#�;��h/������� �&��c@���� ��*7*7%
Estimation

-/���)��������%&����%(����c@���� ��*7*7%(� m ��������*'�C	
*7�����'*7������'����*'�W*7	&������� ��� ���:����� + �����U S
U��@�  !�5�W�)�!�W�;�

Ψ
�

is

L S ψ( )= P x j( ) ψ
�
 �
 

�
 �
 

j=1

S
∏ [2.19]

� ���	��
������� �	��
�����	��
��
 ��� �"!#�%$&��
 ��
��
 ��� �('	)�*��+�
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∂L S ψ( )
∂ψ

= 0 [2.20]

t$	 ���5	 ��#G�l�2��9:	�� � � ��	�<$����	 ���.�.�J�����
	��2���
� �.! Ψ 	�� � MN� 	 68�����%���,�
�4!"	 ���5	 ��#+� ���-�2��9:	�� � � ���.#+��	�<$����	 ���.�.�
�����
	��2���
�0�.! Ψ:

LL S ψ( )= log P x j( ) ψ� 
�  

�  
�  

� 
�  
�  �  

�  
�  

j=1

S
� [2.21]

� ���������
	 ���� ��������������������������
x(j)������	������! "��#$�%#&��'#$ (� ��'�&#$����#&�����*)+	�������	 ,-����	�#&����

F(x(j);φ(i) . �0/*�	����1��23	����	 �1� ��*�
	�23� �����*�
#$)+���4	 �1� ��5��#$����	�#&�� ω(i)�6� ����7�5���/98:����	���,;���=< (ji) �&���>,;�
	 �����#$)3���&��)�� ����?�&����� �������� ��5�&#$����#&�����?�
����,;�������	 �@ "#$�

x(j)

z ji( ) = 1 x j( ) ∈ A&BDC BDE6FGE6H?I
0 otherwise

�  
�  
�  

�  �  
[2.22]

J
KLNM F K�O0P H Q0H RF P B$S P I�T-F P I RB$B$U�F�V O0L H�I�B&EWA L E*X;F M F�Y M I�H�H�F�E L�K

LL S ψ( )= z ji( ) log ω( i)( )+ log F x j( ), Φ ( i)� 
�  

�  
�  

� 
�  
�  �  

�  
�  � 

�  
�  �  

�  
�  

i=1

K
�

j=1

S
� [2.23]

L EU�H RI K F�V O0L H�I�B&EWI K C L�Z I C L�P Y*RF�E

∂LL S ψ( )
∂ψ

= z ji( ) ∂ log ω( i)( )
∂ωi=1

K
�

j=1

S

� + z ji( ) ∂ log F x j( ), Φ ( i)� 
�  

�  
�  

� 
�  
�  �  

�  
�  

∂φi =1

K
�

j=1

S

� = 0 [2.24]

[3\]�^>_"`$acbed0f�g�h�]�`&i9`$_*h \jef�]�k-j�f�] \`$`$lmj d0g�h�]�`&ina�j�o-d0]�a�j�^ph \jq^�r�j�s&]�_"]�s&g�h�]�`&in`$_th \j�u (ji)v5w d0h
l+d0a�] i h \jNl+j�x:j�f�`&r0bej�ihy`$_0h \j;be`$l+j�f v h \j�^�jNh�j�acbe^6g�a�jNdzikDi`&{*i|}[3\d0^6h \j5d0^�j5`$_yh \]�^j�o-d0g�h�]�`&iWg�^
h \jp_"dzis&h�]�`&i~h�` w jp^�`$f x:j�l�s&`&i?x:j�a�h�^�h \j�beg��3] bedzb�f�]�k-j�f�] \`$`$l1h�g�^�kqh�`@gp��be]�^�^�] i�ql+g�h�g���r�a�` w f�j�b v
{*\]�s�\Wj���r�j�s&h�g�h�]�`&i*beg��3] be] uyg�h�]�`&i*{Wg�^l+j�x:j�f�`&r�j�l�h�`�^�`$f x:j�|

� | �y| ��| �N� g��3] bedzb��+]�k-j�f�] \`$`$l��+��r�j�s&h�g�h�]�`&i � g��3] be] uyg�h�]�`&i

[3\j�� � g�f��-`$a�]�h \?b�{Wg�^4r�a�j�^�j�ih�j�l w-�q� j�b
r�^�h�j�a v �+g�]�a�l v g�ilW�:d w ] i�� � j�b
r�^�h�j�a v �+g�]�a�lWj�h4g�f�|
1977]

g�^�g�i�]�h�j�a�g�h�] x:j@beg��3] be] uyg�h�]�`&i�g�f��-`$a�]�h \?b�s&g�r�g w f�j}`$_�\g�il+f�] i�1be]�^�^�] i��l+g�h�g�| [3\j}� �
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�����@*7����� ���I����� +T+ �����%3��* Z �!�W�;�T"@<>���������� ���:����� Y (ji) �����0������� ���:%&������, &�����6�������������*'�6*7	 /�F������� 9>*
����� + ��T���  -

����� + ����%C���>� -
����� + , -/���  -

����� + U�� ���:�h + ��'��������*'�V����� + U����������\���! !��� ����J��*0� ���1�0������� ���
%&�����N !��������"#����O"#�����%o*'�j� ���W���������5���O�0*7%&�� + �������0��������, -/�����

-
����� + UQ� ���6�0��h/���0� Y�������*'�^����� + U

��%/G ��������� ��� + �������0��������*7	�� ���8�0*7%&��'����� ���Q� ���8���������5���?��������0�������*7	�� ���8�0������� ���Q%&�����# !��������"#�����,
-/��� 

-
�E��� + ��� m ��������W� ���H�'����������������*'�[*7	N�h + ��'���%; !��� ���]*7	X� ���]��*7�g����c@���� ��*7*7%^	 �T���'����*'�

cond
������*'�����7*'�>� ���8� ������������� <(��������0�����% + �������0��������U Ψ(0)UT��*

  
Q Ψ , Ψ 0( )
�
 �
 

�
 �  �

 

�
 = E LL S Ψ( )Ψ 0( )

�
 �  �  

	
 
  �  [2.25]

������������������������� � �"!#�$�"%&��%&!'%&� ( % ��)�+*+, *+(���(�%-�+*+(��-��%&��*+(���.�/0*1�"%&��23��*124/023*+�$�3�$��.���%&������*156������7�"�3,8/0.��
59*12:% ��;�+*+,8/0*+(���(�%�,<��,8�$��23�&�� /=����23���3�$.����&>?��@ ��@ >?% ��A,<���"�"� (�BC�-��%&��@D����E�+*+,8/0*+(���(�%F�+*+(��-��%&��*+(���.
/0*1�"%&��23��*12G/023*+�$�3�$��.���%&�����&>

P(ji)>'*154������;�"�3,8/0.���>#H >'59*12$������;�+*+,8/0*+(���(�% >'� >'��23�

z ji( ) ≈ P ji( ) = P x j( ) Ψ ; i
I
 J
 

K
 L
 =

ω i( ) F x j( ); φ i( )
I
 J
 

M
 

K
 L
 

N
 

ω k( )F x j( ); φ k( )
I
 J
 

M
 

K
 L
 

N
 

k=1

KO [2.26]

P�Q�RFS
- TVU R W�X�Y&Z'[ U [ U Q�R\R�[ U&] ^ W U R�[?_1` U Q�RFa0W�b3W ^ R U R�b3[ Ψ c W�["R�X<_+d U Q ] [ed�R�fhg�_1iEg ]�j R�g ] Q�_1_1XR�[ U&] ^ W U R�klP�Q�Rmf;R ] inQ U [�W�b3RoR�[ U&] ^ W U R�X cGp

ω i( ) =
1
S

P ji( )
j=1

Sq
∀i = 1.. K [2.27]

���) � �� �����
��	 �	 �� ���������
���������1#$ !� �� �
#$)+��� 	 � � �� �
��23	������ ��#$�n��	�r-����	 �#$#$) � ������	�#&� �����
)+���������
	 ���) , ���0,;����	�� ����	 ���#$ 

P(ji)  "#$�-< (ji) 	 ���#�� ��5�����&#&�)�������� #$ 4s-tD������	�#&�Au4v u�w4v

z ji( ) ∂ log F x j( ), Φ( i)
x
 y
 

z
 {
 

x
 y
 

|
 

z
 {
 

}
 

∂Φi=1

K~
j=1

S~
= 0 [2.28]

�-`$a�g�x:g�a�]�j�h � `$_4s&`&b
r�`&ij�ih l+]�^�h�a�] w d0h�]�`&iq^�\g�r�j�^ v ^�`$f�d0h�]�`&i^ j��3]�^�h+_"`$a6h \]�^ j�o-d0g�h�]�`&i|�� d0s�\q]�^
h \j5s&g�^�j5_"`$a$�G� �@� ^�|l� r�j�s&]�_"]�s&g�f�f �-v h \j4bej�g�iWg�il�s&`&x:g�a�]�g�is&j5`$_yj�g�s�\Ws&`&b
r�`&ij�ih v ]��'��| | � v g�a�j

µ i( ) =
1
S

P ji( )x j( )
ω i( )

j=1

S~
[2.29]
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Σ i( ) =
1
S

P ji( ) x j( ) − µ i( )� 
�  

�  
�  x j( ) − µ i( )� 
�  

�  
�  

t

ω i( )
j=1

S

� [2.30]
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	���

�2�5PH	�� � �1�2���'���
IOt$n8���A�3��'��(/� � �����7���3���������	�!"	���&'�3�.& �� � ���
��&'��&'��� o ��� ��	����5	�������&'�
���
	���SIs���
PH	�� � � �2���'���
ICt$n8���A����&'� � �����K�
�z�2�.�5���l� �������� � �����
	�����7	 ���5�%���%���5�%���
� ) �'���=��&'�68	��5�c��������
�����5	��
	���������&'�(/�'(/	���	��
	������
�R� � �')/����	��'�H���������	�!"	���&'�

�r�2���'��� PH��� � �����E�
�7	 ��	��
	�����	 m,�C� ���C�2�.�5����? � ����&'���2���
��&'��� @:��� � � ����#$�.&'	�� ��� PH���l& � �z�
�
���S68��&'#$�%������;�3��S68��&'#$�%����pPH��� 	 ���5	�����
���Q($)}������� � ���'� ��� ����� �����'��#$�+	 �1� ���+��	�<$����	 ���.�.���68��&p� PH�
	��
��&'���
	������� ������� )/��	��-�.!8� ���4�
&'��	 ��	 ��#2	 ���5	�����
���-� �����/���S68��&'#$�%����3PH���0&'�����������H	 �}�2�.���O��������0	 �}�������
� ���'�H���-	��
��&'���
	�����
I>( � �S�.������	��������� )"�����/PH��&'�0&'� MN� 	�&'���5�
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35�� ! ��� � 9:� �;!�<=� ��� (*)+)-,
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� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� #� �
C
� ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� �� �

" � � (6� ����� � � � ��� �!� ��� ������� � � � ����� ��� " � � (6� ����� � � � ��� �!� ��� ������� � � � ����� ���
���������
	��� �
� ���������
	��� �
�
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0
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0
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� � ������� �(�  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� #� � � � ������� � ����  ����V� ��� ��� ��� ��� ���!�&������ ��!���� �� �
" � � (6� ����� � � � ��� �!� ��� ������� � � � ����� ��� " � � (6� ����� � � � ��� �!� ��� ������� � � � ����� ���

���������
	��� ��� ���������
	��� ���

�� �� �  � �9��� 	!��� � � �F��� �������1)L���� �U����� ����� 	$���1)

V	�������9� 	 	$�,�*����B;�,� ����� � ��� �A�U�����5� 	 ��� 	! L�*�;��(�( ����] � 
��� 	?� ��� ��� ��� ��)� 	$��� ��� ��	!�
[Fergus

���

1983]
'V �5( ������� ��� 	$+�����B�	$# 	 ��+�� ��� �A��# ���%� � � �R� �
	 �
	!�������������.� � 	 ��� 	 ���*( 	!� ��� ������� �����.����� ���� @� �
	

� �S�2I 	!���<�*�8����������
��] � 
�J���� ?�����
-
��(G� � 
��� �2�����6����
��] � 
� 

� # � �
��	!� ) ���[
 	!� ���� 9�U����# 	?� 	 	$�: 	$# 	!����( 	! �*��� ���*��
��� 	5� � 	5�*( 	!� ��� ������� �����:��� �  
���� 	$+

how
	$# 	 ��+[����# 	=� 	 	$� ��	$� 	 ������� )������ 	$(G� 	! �+%���� @
������
��P�	X�� 9 ��� ��������� ����� �S
F(G� �������8������� 	 ��� � � ��� � 	

 ����� �
� � ��� �������:� 	 � � �T
�� 	!��	! � � � ����� �H+ \ ����� � 	!�A���� ���������:� � � ��� ���� ��� 	C� 	$B (G� ����
 	!� 	 ���
� �A� �9���1����������� ^M9�����	� �� ���������  �2� � ��	$� 	 ������� ��	! 7( ����I 	!��� � # 	 �=� ����� ����� ����� �
� � ��� �������%� � 	?� ���*��
��� 	! 
�*( 	!� ��� ������� ����� �����A�����L� 	0�%(G� ��� ��� ����� ��� ) ���	� ��� �����6�*����P� ��� 	 �
	 ��� � � ����� ��������� )��� � ��� � � ��� 	U� �S
F� 	 �%���
����
F(G��� 	$���*�*+8���� :� � 	��*����PL� 	!����
 	!�5��� 	����?� � �� � � �"��� � � ��� 	7� �S
F� 	 �;���?����
F(G��� 	$���*�=B;� ���1�EB�	!���
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��] � 
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Non-
* + �����0�����@��*'"#�����0��h/���0�O�@�5���������� <W*7�'������*'�C� ���)	
��� ���@���*7	����0*7%&���4 � + �������0������� + ���'�,

-/���5<f*7�'�����J9:���5�^�W�'*7� + *'���5����"#��'*7�0��0%&�%&���'�����%g��*]�W��� ���@���6����� + ���, -/���: !�����������'�>*7	�� �����
�'*7� + *'���5����9>�����M���5��%g��*'9>����%&��Y����*(9:�������6�����N�0��h/������� ����c@���� ��*7*7%C !��� ���:9>�����8��� + ��%&� <R� ���'��������,
�J�  !�5�j�C����c@���� ��*7*7%o�0����������5U1� ���X !��� ����3���O� ��*7���W�0��h/���0�C�����W���'� ������� <V�T�?"#*'�T��%&�%&, �&��<#��������
�0�� ��*7%&�?���� !�$"#��5�>� +T+ �����%N� �>���>�	
	
*7���?��*O�����0���?� ���8�	
	
��'����*7	��������>�0��h/���0�M� kR����?��������� .

-/���O�h/�������5���'�O*7	#��*7�'���T�0��h/���0�Q���8���5 !������%:"@<W����������� ���X	
��*7�`�O%&��	
	
����5��� + *7� ����� � + �������0�����
� + ���'�, �E� ���'� �

-
�0������Q����"#�� ���:�����%P��*�� ������������� Y��X� ��� + �������0��������U2����� + � <V���������@� ���>� ���X*7��%&��)� �

9:�������R� ���(%&�����������(��� +T+ �����%��'���������/� ��*X"#��@� �P9>��� �o%&��	
	
����5���8� �����������T !��� ����:����%V�(%&�����������'����� <
%&��	
	
����5���J�����������@��0�5���J*7	)�'*7� + *'���5�������������������, Z ���\������	�, ��������*'9>��� ���(�������������	
��*7� Z �!�W�  !���
����/� ����� ��� � �T�O9:���5�g� ���N�����0�N%&�����������%]��*>�@�5���������� Z ���\����� 	�, ���0��� + ������5�����%]� �n�0%&��	
	
����5���
*7��%&���,;-/���M�	
	
��'��*7	T� ���M���������@�8� �>� ��� + �������0��������*7	�� ���8�'*7� + *'���5����������*'"@ !��*'����,�A^%&��	
	
����5���?��*7�'���
�0��h/�������f�����#"#��5�]����������%&,�-/���Q-&S � �M����% Z S � �M	
*7�2� ������Q� 9>*X%&��	
	
����5���$�0*7%&����8������������ ���N	
��*7�
%&��	
	
����5���?�0��h/���0�M�����8�@�  !�5�>� �>-&��"#��� 	�, ����,
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�@� � � �������!��� ��� ��� ��� � &������ ���I������ ��!�����  6� � � �������!���@�� ���� (��������!� �;� � �����
	!� ���
���������
	��� ���

TPR FPR~#{ !#t u�t �!�
0.9222 0.2844~#{ !#t u�t �  
0.9281 0.2829

�@� � � �������!��� ��� ��� ��� � &������ ���I������ ��!�����  6� � � �������!� � � � ���! � � �M�.��� ���
�9���6��	��� ���

��� 	6(G��� � ������� ����� 	$���1) �
	!� ����� � � �7� ����
 ���������H
��] � 
� ��� �
	$# 	!����	! ��2)^� � 	 ������(���� � �����������
	��� ���

a
�� �� ���  ��� 	$)�������� ����������� ����� 	=� � 	 � 
F(G� ���*����� 	=���9� � 	=�*( 	!� ��� ������� �����.���9� � 	 � �S
F� 	 � ��������
F(G��� 	$���*� � �
 	!� 	 ��
 � � � � �0� � 	3����� �������1)L���<B�	!��������� � 	3������� ����� 	$���1)L���4� � 	>
�� 	!��� 

�A����� �
	!� 	!� ���1� 	 ��� �
	!����
F
 	$�� " 	$# 	!����( � � ��� 	$# 	 ����� 
�� 	!���8���U�5� 	!�G���G 9���*�X� ����
N ���	� 	 �
	$���

init
����� (G� � ���*� � �X(G� ����
 	!� 	 ���*(G��� 	=���� ��� � � �;� ����� ��	=�����L# ������	!�G���� @� � 	$�.�1������� � � �;� � 	 	�� 	!��� �=���0���

�*����# � �� � � 	!� 	X( �����6��	$
�  V �A( ������� ��� 	.� ���1� ��� ��(�( �������1� �����A� 	.� � 
 	.������� �S
 � � �H+7 ���	� ��� �����8�*�
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��� + ����0�5��� U�����%6��� m �������Q�����\����	
���'�����#%&������,�-/���Q� +T+ ��*7�����]��*N���!�W� + ������5�����%>� �P� �����8%&�����������������*'�
��%&%&����������� ������8�����������,

Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
MM 1 0.86124 0.29245 0.02382 0.03819 0.02854

2 0.92873 0.29276 0.02216 0.04280 0.03077
4 0.93117 0.28892 0.10046 0.07593 0.08408
7 0.91521 0.28005 0.16201 0.09829 0.11829
� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ������� � ����� � " � � ��� ������� � � � ����� ���

-&��"#��� 	�, 	 �

Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
MM 1 0.95209 0.11342 0.00972 0.01200 0.01017

2 0.95060 0.11444 0.01677 0.01742 0.01384
4 0.94488 0.11365 0.05717 0.02690 0.03465
7 0.94154 0.11764 0.09238 0.07252 0.07975
� � � ��� � � � ���V���! #�V���!��� ��� ���!� � � ��� � � ��������� � ����� � " � � ��� ������� � � � ����� ���

-&��"#��� 	�, 	��
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	�, ��, ��, ��, &�����8*7	�A������ <#�����

�)�� + �����V� ���V%&��	
	
��������������X9>��� � Z �!�W�;��U0� ���5<o���� !�H����'��  !�%j�'*'������%&�����"#���H�������5������*'�[����%
	
*'�T��%�� �������9>��<n� ����*X�?���0���*'��� + �����'�����'����� +T+ �����'������*'���:� A�<#� 9>����%V����%V��*7�@�@� ���:���������J�&�������@����%&��U
�&�������@����%&�X�������,&�����������J����������% �E�����0��%&�����������A�E���0��%&�����$���������TkR������=��*'�����:����% � *'"#� ����*'�V���������
,
-/���O�0*7���$�����\����	
���'�����$��%/ !�����'�O� �P������0�8*7	 m �����������������  !��������� <#�����������2�'*7�0��	
��*7� �&*'�����

[Loui
�2����� 	��
,

�:�����0�� ��*7%a	
*7�J�����������������*'����� <H%&�	
� ��� ��� Z ���������4 ��� ��	
*7���0������*'�V�0��������hN%/����� ���(� ���:%&�5 !���* + �0�5����*7	
� �����0*7%&��M�����C�5����"#���%I� ���V� +T+ �����'������*'�F*7	0�69>��%&�V�������@�V*7	 m �����������������  !�V������� <#�����P������?��� m �����,
�����������������  !��������� <#����������	
���'�������������%0"@<H� ���M������*7	��J���������������'*7� + *'���5������,��&*7� �V� ��� m ���������������  !�:����%

m �����������������  !��������� <#�����2�'���0"#���� + ��'������� <W���5 !������ ���X��	$�����2���2���������0�%�� ������� ��� + * + ����������*'�a���2���'� ������� <6�
�0��h/� �����6*7	O�J����������������, �������i�0��h/� �����>�0*7%&����N�����>���	
������%n��*P���N%&������'�)�0��h/� �����>�0*7%&�����, Z *7�
�h/���=��%&�%[�J�������������r%&��������� "@������*'����U6��� ���'�g� ���C�?����"#��a*7	��'*7� + *'���5�����]���]���'� ������� <�� ��	
� �������5U>*'��� <
� ��%&������'� Z �!�W�;���'���:"#�8	
*7���0�%&,

u�t ��t  �t��/� � � 	��5}

Z ���\������ 	�, ���>����% 	�, � 	 + ��*' !��%&�������0�0��������X*7	)� ��� + ���	
*7���0�����'��*7	J� ���Q !������*'�����'����������	
������
������� <@Y��%&,V-/������8	
���\������������ + ��*7����*7	�-&S �  !�������� Z S � , &�����>�'����������	
�����4 ���� !������@�8-&S � b Z S �  !��� ���8���
� ��%&���'�����%�"@<a�����M��"@"#���5 !�������%������0�,^A�"#*'���#������P�� !������@�O���8�Q�'�����'����9:��*7���O������Q��� + ��* + *7������*'�����T��*
� ���O��*7�N*7	#� �����$�'����������	
�����4 �8�'*7��"#� ���%>*'���

-
�����@�0�O-&S � b Z S �  !�����������'�,I-/�����������@���� �����'�����'���5U#� ����������

�'*'�����������5���9>����� �����?�'����������	
���'������*'�>������?��� m ���4 �����'����������<(� ����*'���\��*'���?� ���$�;*'�����8��������*O����������������*'��,
Z *'���#��� + *7���������?�'*'�����������5����<(������'c@�������$� + �����%)9>��� ��� �>� ������8�@��� + ����

��� Z �!�W�[9>��� � � �T� + ���	
*7���0�?�������� <(� ���8�����0�8�����J�������������>�'����������	
���'������*'��,

	�� ��D:D:U^ST���=Y��5� 9>� ��%&*'9>��U^����% ���&ST�[�����r*7��%&����%�� �����'����������<�����%
�'*'�����������5����<(����� ������ + �������0�������������8���������@�%&,
	����N-/�����;*'�����]��������*n�=�T����9>����]����	
	
���'���5����� �R�?����"#�����*n�'� + � �����]� �����
�h + ��'���%N�����������*'��,
	�"#�H-/���I�'*'�����������5����< *7	HST���=Y��5��9>� ��%&*'9>�R����% ��D:D ��� + ��*' !��]9>��� �
� ���'�������� ����������\�?"#*7�=��*7*7%N��� Y��b

σ
b �2,

	��'��ST���=Y��5�W9>� ��%&*'9>� ��������<#� + ��*7�����'����� <H� +T+ ��*7�������� � �T�J������������������\�?"#*7�
���

σ
� +T+ ��*7�������� � ,

�����J�������������C�'����������	
������ + ��*' !��%&�)* + �����0���?���'����������<6����%3�'*'�����������5����<>	
*7��ST��*'"#����

2.
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����A0���M������?��� m ���� + ��*' !��%&�%a"#�������X���'����������<f����%g�'*'�����������5����<R	
*7��ST��*'"#���� 	

versus
ST��*'"#����^��,

-/������8�@��� + ������� +T+ *7���?� ���8	
*7����*'9>� �����?< + *7� ���������

��� �a�0�����������% Z �!�W�;�? !���#����/�[���� !� + *7*7�#�'*'�����������5����<#,

	�� Z *7�1� ���(�@�  !�5� + ��*'"#����0��U �j�0�����������% Z �!�W�;�M !���1����/���'*'�����������5���'����
%&��@����%&�8����� ���$�?����"#��#*7	��'*7� + *'���5����������� ���'��������%&,
	����H-/��� + �������0�����n�������'����*'� + ��*7�'����o�0��c@�� + *7*7�C�����j*7	]��%&%&������*'�����

resources.
	�"#�W-/���R��%&%&������*'�����(%&��@������*7	W	
����%&*7�p����= !�o*'��� <���*j�'*'��	
*'�T��%F� ���

problem.
	��'�TST���	
*7���0�����'�M���������%N��*O� ���$������#� + ��'��	
���'������*'�>*7	����>� +T+ ��* + ���������$�?����"#��
*7	��'*7� + *'���5������U �2,

��� Z *7�6ST��*'"#���� ��U3� ���>�;*'�����H��������*g�=�T���X9>����H� ������	
	
���'���5���X� �f�?����"#��>��*
�'� + � ������� �����h + ��'���%a*7��%&��M*7	 + ��*7�@���������*'�V� �V���'����������<]���)� ���8�?����"#��M*7	
�'*7� + *'���5���������M !�������%�	
*7� �^�0������:����% Z �!�W�;�8 !���Q����/��%/���3��*W� ���
� ���'*'�����������5����<(*7	�� ������8�0�� ��*7%&��,

-/������	
*7���5U)9:������� Z �!�W�;�>����*'����% + ��*' !��%&�3�����\�`���5 !����>*7	����'����������<@UX� ������(%&�5 !���* + �0�5���
����� ��������/��������������Q� �C�����\�n���5 !����Q*7	�� ���'*'�����������5����<V����%P������������'�X*'�;� ���J������)� + ��'��	
���'������*'�;*7	 �2,
-/���J�@��� + �����'�������� <>����*'9[� ����� Z �!�W�;�T !��������/� + ��*' !��%&�J� ���J�0*7���T� ���'*'�����������5���T���5 !�����*7	T���'����������<
���0*'���R� ���V�'����������	
������C������� <@Y��%&, A��[��������=�������H�0�� ��*7%j	
*7�>�!�W� %&�5 !���* + �0�5���J����%&�W��*a"#�
��%&�5������	
���%&,H-/������%&�����������������*'� + ������5�������������>�M�0�� ��*7%&,
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Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
Gauss 0.86057 0.29396 0.01756 0.01737 0.01636
Linear 0.86497 0.31235 0.06153 0.06942 0.03564
KNN 1 0.76094 0.24433 0.02126 0.01861 0.01959

3 0.82346 0.23834 0.02152 0.01895 0.01949
7 0.86584 0.24230 0.02137 0.02049 0.01924
11 0.88107 0.24680 0.02085 0.02146 0.01906

PW 2 0.84960 0.24390 0.02069 0.01960 0.01911
8 0.90534 0.25473 0.01700 0.01962 0.01650
16 0.91394 0.28018 0.01458 0.01801 0.01515
32 0.89889 0.30073 0.01420 0.01750 0.01504

MLP 36 0.90327 0.26495 0.05007 0.05858 0.03610
108 0.88089 0.24267 0.06650 0.05939 0.04470
360 0.88044 0.24143 0.06509 0.06155 0.04021

KM 1 0.82714 0.27073 0.01705 0.01739 0.01615
2 0.86754 0.28483 0.05093 0.03924 0.03897
4 0.83296 0.24890 0.06654 0.07657 0.07088
7 0.79113 0.29009 0.05728 0.12592 0.08039

FGMM 1 0.86124 0.29245 0.02382 0.03819 0.02854
2 0.92873 0.29276 0.02216 0.04280 0.03077
4 0.93117 0.28892 0.10046 0.07593 0.08408
7 0.91521 0.28005 0.16201 0.09829 0.11829
�!� � ���&� � � � �����>�����V���� ��� � �����$� ����� � � � � � � � �V���! ����!�

-
��� ����� �.����� ���

-&��"#��� 	�, 	�	

Method. K TPR FPR
� �� �8y�x

-Sigma
~ �� �8y�x

-Sigma
�2� � ��t��8y�x

-Sigma
Gauss 0.95211 0.11352 0.00966 0.01185 0.01013
Linear 0.95270 0.12630 0.02965 0.03227 0.02061
KNN 1 0.87729 0.12305 0.01832 0.01420 0.01583

3 0.92383 0.11823 0.01567 0.01395 0.01404
7 0.94232 0.11722 0.01426 0.01441 0.01310
11 0.94764 0.11751 0.01397 0.01481 0.01291

PW 2 0.93420 0.12209 0.01428 0.01476 0.01377
8 0.95858 0.12271 0.01032 0.01375 0.01089
16 0.97261 0.14125 0.00728 0.01416 0.00953
32 0.98743 0.18084 0.00448 0.01625 0.00816

MLP 36 0.94569 0.11549 0.03472 0.03211 0.02013
108 0.93519 0.10756 0.04273 0.03246 0.02343
360 0.93376 0.10504 0.03667 0.02764 0.02150

KM 1 0.97706 0.15863 0.00650 0.01508 0.00930
2 0.94669 0.14549 0.04098 0.01911 0.02298
4 0.92937 0.11924 0.02515 0.01614 0.01958
7 0.90416 0.13444 0.03270 0.02753 0.02937

FGMM 1 0.95209 0.11342 0.00972 0.01200 0.01017
2 0.95060 0.11444 0.01677 0.01742 0.01384
4 0.94488 0.11365 0.05717 0.02690 0.03465
7 0.94154 0.11764 0.09238 0.07252 0.07975
�!� � ���&� � � � �����>�����V���� ��� � �����$� ����	 � � � � � � � �V���! ����!�

-
��� ����� �.����� ���

-&��"#��� 	�, 	��
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u�t ��t����I	�| � z �:x���| �

-/�����n�&��� + ����6������UP� ��	
���'� U + ������5�����%�����%�������� <@Y��% �i�������@�f*7	C� +T+ ��*7��������;��*B����%
��� + ����0�5����������*'���2*7	$�J�������������a�0��h/� �������0*7%&���� ���@, �&� ��������'����������	
������2��� + � <W�!�W�;������ !� ���JG ������*'���
�J�������������a�'*7� + *'���5���E9>��� �a�O	
��h/�%��'*' !�����������'�)�0��������h/,i�J�������������C�'����������	
������&�����)�!�W�;�&���� !� ���MG �����
*'���N�'*7� + *'���5���&9:��*7���N�0����n����%]�'*' !�����������'�N���Q	
������*>� ���X������� ��� ���>����� + ����O*7	��N�'��������, �

-
�0������

������*'9>�P��������� + ���;�J���������������P��*R��� + ������5���0�;%&��������� "@������*'�?UQ"@���0� �����'*' !�����������'���0���������'��a*7	3� ��*7���
�J�������������]�'*7� + *'���5�����M�����Q	
��h/�%&, Z � ������� <@U!	
� �������O�J�������������P�0��h/� �����O�0*7%&���� ���)������8��������� + ���O�0������
��*H��� + ������5���O�C%&��������� "@������*'�j����%o%&�	
� ����3� ������N�'*' !�����������'�6�0���������'���"#�����%g*'�^� ���6�����*7	O������� ��� ���
����� + ����:��*7�'������*W� �����8�0�����,p-/������3� +T+ ��*7���������U!��*'9>�5 !��=UJ�����0�����0�����%H��*������ ��� + ���%&�������0� ���%/U
	
� �������!�?����"#���*7	&�J����������������U�����%3� ��� + �������0��������*7	T������6�J�������������6�'*7� + *'���5���������M%&�������0� ���%0*'��� <
� �g�'*'������%&���������*'�g*7	8�3�@��*'"#��� + ���	
*7���0�����'�0�0����������,.-/��� + ����0�����0*7	8� �����Q%&�����������������*'�n���Q� �����&"@<
����� ���B�'*'����� �?���f*7	W�J��������������� + �������0������� Y��%^"@<r�0���� ����%��'*' !�����������'�R����%��'*'����������� ��� ���I� ���

+ �������0������� Y�������*'� *7	C� ��*7���f�J������������� �'*7� + *'���5��������*n !���=<r���0*7*7� ��� <@UC� ���R%&�����f�'���e"#�]"#�������
��� + ������5�����%&, ������� + �������0������� Y�������*'���a�h/�����0	
*7�W� �����'*'����� �?���;*7	3�'�5��������a����%g9>��%&� ���C	
*7�6� ���
%&����'��� + ����*'�P*7	#*'"@G���'���8� �P���0���@����!� ���5<C�����O�'�������%>�0�%&����� ������8�'*7�����,`-/�������h/������� + ���� + ��*' !��%&��2���
*' !��= !���59e*7	T�0�%&����� ��������'*7�����,;-/���M���T"#��� m ���5��������� + ���� + ������5������� ���M����� + �?����'��������=<(��*O��%&� + �?�'*7���
������?��� m �������*O� ���8�@�5�����������*'�>*7	���� + ������5����������*'����*7	�%&��������� "@������*'����,

u�t ��t �!{ ����{
� !��)	
	��&}

A�<#� 9>����%/U �E, � ,J����% ��,#�;,M��*7�@�@� �����
���������
,�� + ����������� <j� �? !�����������1������������	
���'������*'�B*7	:-&������������ �g� �
Images

, _1����������� Y�������*'�>� �>�&��*7�0�%&���'���7��*7� + ����� ���\U � *7�����������=Uw�WD:U

�&��"#�����?U)�J,?A0,�����% ��,��
,������ + ���
���������
,�K�kR����\�����%�ST���=Y��5�]kR� ��%&*'9>��	
*7�1ST��������=�o������������	
���'������*'��, L
� ��N-&�����������'����*'����*'�>ST��������=�:A������ <#����������%)�;������� ���8� ������������@�5���'�

18
� ���  �����

-574.

�&�5"#����U6�J,�����%f�;,��J�*7���@��* + *'����*7�]�
���������
,:K Z ��% -
Z *7�=9>����%RD>�5�������)D>�� 9>*7��c@��, Lg� ��eST*7���5�����������

October/November

�&�������@����%&��U &, U ��,J�&�������@����%&��UX��:����,J�
���������
,JK�A Z �����
�E���������������'�����;��h/� �����0A0���@*7����� ��� 	
*7�����
-
�&� ���

�:����%/9>������� ��� � ��'*7�\��������*'��, L�� ���-&�����������'����*'����*'�pST��������=� A������ <#����������% �;������� ���
Intelligence 16

�
� 	�� w� 	�	���,

�&���5�?U6-&,�����% �:,:�&���5���
���������
,:K�A +T+ ��*7h/���0������*'���'� + ��"#������� <���*i	 �T���'����*'���]*7	����5 !������) !��������"#�����U
��*'����� ������(	 �T���'����*'��������UX����%i* + �������*7���:"@<I����%&������"#��������	 �T���'����*'�g���5������������ 9>*7��c@��, LP� ��
-&�����������'����*'����*'�:D>�5�������'D>�� 9>*7��c@�

6
� ��� w� � �

-910.

Cheng
U �J,2�
���������
,2K��;���� ������	
� U2�;*7%&� �E��c@� ���\U1����%g��� ���������� ���@, LW� ��g-&�����������'����*'���0*'�^ST��������=�
A������ <#����������%)�;������� ���8� ������������@�5���'�

17
� ��� w��� �

-799.

��*7�@�@� ����U ��,\�;,@�
����� � �
,\A`�������������'������%&����'��� + ����*'�a*7	$���0���@�������=���'� ������	
*7������@�0�5����������*'�a*7	7"#��*7�0�%&���'���
images

, _1����������� Y�������*'�>� �>�&��*7�0�%&���'���7��*7� + ����� ���\UwA0������������UT�!A�UT� ��&,



64

��*7�@�@� ����U ��, �;, �
����� 	��
, A �E���������������'����A +T+ ��*7�����a��*M�W�����������'�������;�%&������_1������*'� ,\�;��� ����0�������'�����;�� ��*7%&�
� �:�;�%&���'���7�
�0���@� ���\U��EST� &,

��*7�@�@� ����U��,��;,O����% &,O�J���� !��C�
���������
,O�J�*7�0��������P�
�0���@�>A������ <#����� 	0��� ���P�W�����������'����� �E���������������'���
Features

, A�A�A0��� + ��� �����<#� + *7��� ��� �E��������@A +T+ �����'������*'�g*7	8��*7� + �������_1������*'�g� �a�;�%&���'���
�
�0���@�8ST��*7�'������ ���\U��E������	
*7��% 	����  !�������� <@UwA�A�A0��ST�������,

��*'���5�?UwA0,w��,w�
���������
,wK�&�������0������*'�>� �>�0��h/� �������*7	�� 9>*���*7���0���7%&��������� "@������*'����, L
Technometrics 9

w���
-28.

�)�� + ������=U2A0, U2D>, �&������%/UQ�������,��
���������
,�K��;��h/������� �&��c@���� ��*7*7%g	
*7�X� ���'*7� + ������6�)�����X !���W� ��� /�
A0���@*7����� ���0, L � *'<#���&�E���������������'���&�E*7�'���� <

1
�
��� 

����%&��U � ,/����%0ST,F�:�������
���������
,/ST��������=�6������������	
���'������*'�6����%3�E�'�5���#A������ <#����� , D>�59��J*7��c\U ��*'�?�:kR�����5<(����%
Sons.

Z ����\����*'�?U2-&,E�E,��
���������
,��&��<#��������;%&�5������� <V��������0������*'�6 !���X�0��h/� �������*7	T��*7���0���#%&��������� "@������*'����, � ��'�5���
A0%/ !�����'���� � �E���������������'� , D>�59��J*7��c\UwA0�'��%&��0����ST�������,�	 ���

-302.

Z �=<#��=U ��,#�J,#����%]��,7A0, � *'"#�������*'�n�
����� 	��
,$K�Ar�'*7� + ��������*'�n*7	2��*7�0�N�0�� ��*7%&�Q	
*7����������0����� ���6�0��h/�%
��*7���0���7%&��������� "@������*'����, L

Biometrika 59
w���

9-648.

�J�����?U �:,W����%F�;, �E�����0��%&�V�
���������
,WK�-&�h/�
-
� ��%&� + �5��%&�5��� � + ���c@��o�
%&�5������	
���'������*'��, L`� �� �E���\�����

ST��*7�'������ �����;���@��Y�� ���
11
� ��� w���

-32.

�:*7�=����c\U �2, UO�;, �E��� �������'*7��"#�5U0��X����,��
���������
,�K��W������������<#�� Z ��%&	
*7�=9>����%;D>�� 9>*7��c@�W����� 	����  !��������
A +T+ ��*7h/���0����*7����, L#D>�5�������'D>�� 9>*7��c@� 2

 �
59-366.

����� �?UwA0,w����% � ,w����%&����
���������
, A0���@*7����� ���0��	
*7�#��� ���������� ���Q�)����� , /���@���59>*7*7%N������	
	
��UwD �
UTST���5�������'�1�:������,

����� �?UwA0, �2,w�
���������
, Z �T��%&���0�5����������*7	��)���@�������7�
�0���@�8ST��*7�'������ ��� , /���@���59>*7*7%N������	
	 UwD �
UTST���5�������'�1�:������,

��*'�?������*'�?U��&, U&�;,��E,/A0��c@� ����U��������,T�
���������
,TK6�E��@�0�5����������*'�V*7	��W������� + ���
�E�'�����*7����� �&�����*'���)� �V� �����5������� <
��*7������'���%)�W��������� + ��'�������'� � �
, LM� ��N-&�����������'����*'����*'�:�;�%&���'���7�
�0���@� ��� 15

� 	�� w�����
-169.

��*'�����U)�;,)��, U ��,G�E,��;������*'�?UN�������,)�
���������
,)K�A "#�����	�����= !�5<I*7	M"#����%/9>��%&� �`�������'����*'�`	
*7�(%&�5������� <
��������0������*'��, L ��*'���=�����7*7	�� ���$A0�0������'��� �E���������������'���'A0����*7�'��������*'�

91
 � � �

-407.

��*7��%&���?U �;, �
,@����% �&,��!�]�
���������
,@��*'�? !����@�5���'� � ����������2	
*7��� ��� /��A +T+ ��*7�����a��*M�;��h/� ������2*7	 &h + ������
A0������������'� �������, �;�����������?������������ ��������� �����8*7	�-&����?��*7��*7�\<@UwA0������	
���'�����7� ������������@�5���'� �&��"#*7������*7�=<#,

�&��'*7� m U8��,��&,�����%$��, - �J,�ST*7�����������X�
���������
,��
�����������*'���O*7	&�;*7� + ��*7��*7�@���'���!-&��������	
*7���0������*'��� Z *7�)��� ���������E� + ����������*'� ST��������=� ������������	
���'������*'� , ��<#��"#*7�����
-
D:���0������i�)�����gA������ <#�����R����% �&����=��� ���\U

_1����������������U Z �������'�5UwD>*' !���E�'���5���'�8Sw�T"#�������������UT� ���',

�&� +T+ �0���?�?U � ,wST,w�
���������
,wK�A��>� ������*7%/���'����*'�>��*O��*7� + ����� ����9>��� �:D>�5�������'D>�����, LM� ��)A3� �ES 3
� ���  �

-22.

�&*7��%&��=UT��, � ,w�
���������
, �&*7�'�����&��c@���� ��*7*7%N�)�5������� < &�������0������*'��, A0- � -N�&������&��"#*7������*7�������,

�&*'������U�-&, U?A0,?�
����� 	��
,?K Z � ��%&� ���0� ��� ��"#����= !�%6� ��	
*7���0������*'�(�;��������hM9:���5� 	0��� ���0� ����/� A0���@*7����� ���0, L
��*'���=�����7*7	�� ��� � *'<#���&�E���������������'���&�E*7�'���� <

44
� 	�� �	�	��

-233.



65

�;��*'U ��,7����%QA0, �2,������ �C�
���������
,7K�A0������	
���'�����D>�5�������D>�� 9>*7��c@��	
*7� Z ���� ����� &h/�������'����*'�W����%O�W�������  !�����������
�)�����MST��*'G���'����*'��, LM� ��N-&�����������'����*'����*'�:D>�5�������'D>�� 9>*7��c@�

6
� 	�� �	����

-317.

�;���&�����������?UT�J,���,w����% �2, &,w�&����	
*7��%N�
���������
, �;��h/� �����$�;*7%&���� , D>�59��J*7��c\Uw�;�����'��7�)�c@c@��=UT� ���',

D>�����=U ��, UwkR, kR����������0���?UT��?����,w�
���������
, A +T+ �����% �E���������������'� ,w�&*7����*'�?UwA0��� <@�>����%N�&���'*'�?UT� ���',

D>�59>�'*7��"@U;�E,@�
���������
,7K�AB�@�5���������� Y��%(� ���*7�=<6*7	�� ���)�'*7��"#� ��������*'�C*7	�*'"#����= !������*'������*:������*:*'"#����� �C� ���
"#����?�����������, L#A0�0������'��� ��*'���=�����7*7	��

athematics 8
 �����

-366.

�����0���?U �:,M����%H�;, Z ������<j�
���������
,MK����B� ���a�)�����'�����0� ������*7�=<jST*'9>��3*7	8A0%&� + ���  !� Z ��% -
Z *7�=9>����%

�&��<#����%HD>�� 9>*7��c@��, LP� ��f-&�����������'����*'����*'�BST��������=�gA������ <#�����(����%]�;������� ���C� ������������@�5���'�
16
� ���  ������,

ST���=Y��5�?U &,w�
����� 	��
,��E��*7��������������ST��*7�'������� ,��E��� Z �������'�����'*'U��:*7��%&�5�
-Day.

ST�������*'�?U �2, �
���������
, K���*'������� "@������*'�P��*X� ���O�0��� ����0�������'����� ���*7�=<W*7	$�5 !*7� ������*'��, LOSw������,@-&��������, � *'<#,��E*7�',
A 185

w���
-110.

ST��������*'�?U��J, Z , U��),���,4�E��,?���������=U���#����,?�
���������
,?K 	0��� ���0-&���\��������4 �#�;�� ��*7%6*7	 &h + ������0�5�������&�)������\�]��*
��*'������*7� &����*7����� � �&��<#����%0ST����'� + ����*'����, LJ� ��0-&�����������'����*'����*'��D>�5�������\D>�� 9>*7��c@� 6

� ��� /�����
-

961.

ST*7�@�@��*'U!-&, ����% Z , �J����*7���T�
����� � �
,@K�D>�� 9>*7��c@�2	
*7�TA +T+ ��*7h/���0������*'�a����% �&����=��� ���@, LOST��*7�'��%&� ���@�2*7	$� ���
IEEE 78

�
��� w��� ���
-1497.

ST�������U�kR,@�:, U0�&,�ST, Z �����?����=<@U0��X����,��
����� � �
,�D:���0������'��� � ��'� + ��W� �[� ,�������"#����%&�@�5U0������"#����%&�@�
	����  !�������� <(ST�������,

�E���0��%&����� U � ,E�
���������
,EK�A Z � �������!�;��h/� ������TA0���@*7����� ���I	
*7� Z � ��%&� ���:ST��* + *7������*'����� � ��A � �
�0���@���, LJ� ��
-&�����������'����*'����*'�>�
�0���@�8ST��*7�'������ ���

4
� ��� w����� 	

-1186.

�E��������c@*7	
	 U � ,��
����� 	��
,�ST��������=�H����'*7�\��������*'� ������������������'��� U������=���'� �������&����%����5�������&� +T+ ��*7�������� ,D>�59 �J*7��c\U
��*'�?�:kR�����5< � �E*'����UT� ���',

�E���  !����0���?UM�&,@kR,#�
���������
,#K��&��*7*7��� ���W� ���)9>� ��%&*'9F9>��%&� �C9:���5�n��������0����� ���6�0%&�5������� <#, L
Biometrika

65
�
��� w�

-11.

�E���  !����0���?U2�&,/kR,&�
���������
,&�)�5������� < &�������0������*'��	
*7���E���������������'������%a�)�����JA������ <#����� ,��&*'��%&*'�?U��&��� + �0���
an
% �:������,

�E*'"#*7��4 U �&, �;,w�
���������
, A^ST�����0��#	
*7�#� ���$�;*'�����8��������*��;�� ��*7% ,w�&*7�'� � ����*'�?UT� � �CST�������,

� + ��'c@�0���?U�ST,E�
���������
,EK �2��=���� �E�0*7*7� ��� ���:� �WST����������� �&� ������?�;*7%&�����, L ��*'���=����� *7	&� ��� � *'<#�����E���������������'���
Society 50

� ���  �����
-436.

-&���?U�kR, �J,�����%akR,���,��&�������H�
����� 	��
,�K6�E*7�0�6�'*7� + ��������*'���0*7	�� ���>�0�� ��*7%n*7	��0*7�0�5�����N����%n� ���
�0�� ��*7%n*7	��0��h/������� ����c@���� ��*7*7%n� �i��������0����� ��� + �������0�������N*7	��6�0��h/� �����>*7	�� 9>*0��*7���0���
%&�5�������������, L ��*'���=�����7*7	�� ���$A0�0������'��� �E���������������'���'A0����*7�'��������*'�

67
w� � 	

-708.

-&*'�TY������ U2A0,�����% ��,��J,�ST*7�����������6�
���������
,�K��;*7%&�6�)�����'����*'��"@< � �����h/������*'��, LW� ��g-&�����������'����*'���0*'�
ST��������=�:A������ <#����������%)�;������� ���8� ������������@�5���'�

10
�
��� w��� �

-978.



66

kR������=��*'�����5U@�E, � ,�����%WA0,���, � *'"#� ����*'�f�
���������
,
Non-

��� ������:ST���%&���'����*'�f*7	�A0�'*'����������_1��'��*7����	0��� ���
�:����������������'�����;��h/� ������Q*7	 &h + ������ ,7D>�5��������� ��	
*7���0������*'�nST��*7�'������ ��� ��<#������0��U8��U$�;�
-]ST������
������"#����%&�@�$�WA0,

kR������:�
�
� U!kR, �;, U!kR, &, �&,!�J�����0��*'�?UJ��8����,!�
���������
,!K�A0%&� + ���  !� �E��@�0�5����������*'�g*7	$� � �8�)������, L3� ��
-&�����������'����*'����*'�:�;�%&���'���7�
�0���@� ���

15
� ���  ��	��

-442.

kR���� U��;,��
���������
,�K�A +T+ ��*7h/���0����� ���gST*7���������*7���)��������� "@������*'����"@<g�;��h/� �������, L ��*'���=�����Q*7	X� ��� � *'<#���
�E���������������'���&�E*7�'���� <

55
� 	��  � � �

-422.

�!�TU �&,!����%>�;,!�
, ��*7��%&���o�
���������
, ���o��*'�? !����@�5���'�3ST��* + ���������:*7	M� ��� /� A0���@*7����� ��� 	
*7�O�J�������������
�;��h/� �������, �;�����������?������������ ��������� �����8*7	�-&����?��*7��*7�\<@UwA0������	
���'�����7� ������������@�5���'� �&��"#*7������*7�=<#,

�!�TU �&, UEA0, �2�=Y�<@Y���c\U���T����,E�
���������
,EK���� � ��%&����� �&������� Z �T���'����*'�XD>���������% �2��=���� � ��@���������*'� F�E���������������'���
��*'�����������5����<@U2��*'�? !����@�5���'� � �������U2����% � ��'� + ���  !� Z �����% �E� Y��, LJD>�5�������@D>�� 9>*7��c@� 7

� ��� &� � �
-

628.

�!�?�������\U �J, U �J,;�8�������\UM��2����,#�
���������
,#K��J�������������a�;��h/� �����0�)�5������� <W�;*7%&���� ���\UM�)��'*7� + *7��������*'�?U8����%
Ap+ �����'������*'����, LM� ��N-&�����������'����*'����*'�>�
�0���@�8ST��*7�'������ ��� 5

�
��� w� 	����
-1302.



67

���������	��
��
 

�������
	��������� ����� ���

��� ��� ����� �V�����>� �E���I���6� � ���

-
ST� Y���=UT�������

�;�%&����� ������2�'*7������'� + � �����)� ���)��*7�'������*'�?U$��� Y��5U$����%(����� + �)*7	�*'"@G���'����� �C���0���@���,i-/���5<6�����)� ���
��*7�'�&*7	!�@�5���������� Y��%6��*7�'���&�0��h/���0�1� �]�1	 �T���'����*'�P�'�������%>�0�%&����� ������8%&�	
� ���%>*'�P� ���O���'�����O� + ���'�O*7	#���

image1 ,I-&*M�T��%&�����������%��'*7����2��� m ����������T��%&�����������%&� �����0�%&����� �������c@��=�������U$�0�%&����� �������� + ���'�5U$����%
�@�5���������� Y��%;��*7�'���2�0��h/���0��,�-/�����X����� + ���� + ��*' !��%&����1"#�����	J*' !��= !���59 *7	J� ������(�'*'���'� + ��������%�� ���

+ ��*7�'�����*7	��0�%&����� ��������'*7���8�h/�������'����*'��,
-/���0	
*7����*'9>� ���W%&��������������*'�a"#*7����*'9>�2����� !��� <;	
��*7� � 9>* + � + ����1*'�g�0�%&����� ������Q�'*7�����, -/���

	
������� + � + ��M�
ST� Y���=U /"#���� <]�������,T��������� + ��*' !��%&��)��%&����������%C%&����'��� + ����*'�H*7	�� ���1�0��� ����0�������'�J����%W� ���
� �? !�����������'� + ��* + ���������8*7	#�0�%&����� ������8�'*7�����,`-/��������'*'��% + � + ���� �;*7�����5U#ST� Y�����������,@���������$%&����'��� "#��
� ���8� �����5���������  !��� <(*7	��0�%&����� ��������'*7�������*O���0���@�8%&����� ���="#�����'����������>���?��*7�����8����%)"#� ������� ���@,

��t s�t��]x6�&{�	��
y�x�z'z �
ernels

�;�%&����� ������2�'���0"#���0����������%������O� + �������������0���@����*7�'������*'� x
����%����'�����

σ
 !����� +T+ �����'������*'�C*7	��

�0�%&����� ������)c@��=�����,[�;�%&����� ������)c@��=������)* + ��������2"@<P� ������@������� ���O"#*'�T��%&����� ������J�0�����������0�5�����J���!�
����%&�����T%&�����������'� + ��* + *7������*'�����T��*X���'�����5U!��*X�0�%&����� ������2c@��=������2������������������*7�'����,I-/���5<X<#�����%����� + *'������
� ����������� + ������������������� <�������*'���1����*'���1� ���M�������'c1*7	T���6*'"@G���'��4 ����*7�'���7� + ���������7�'�5������������?���'������ + ��* + *7������*'�����
��*�� ���a*'"@G���'��4 ����*7�'����9>��%&� ����, �;�%&����� �������c@��=��������'���g"#�C%&������� ���\���������%]"@<^� ���C	
*7�����(*7	1� ������
�0�%&����� ��������0�����������0�5����������%)"@<(� ������#%/<@�����0���'��,

1 �:������	
������ ���O������e�0�%&����� ������8� + ���'��9>�����w"#�������%>��*X���	
�����*X� ���O%&*7�0��� �?U!� ���O����$*7	#�����
���0���@�8��*7�'������*'���

x
����%N���'������

σ
UT*'�:9:�������>�M�0�%&����� �������	 �T���'����*'�>����%&�	
� ���%&,
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AB�0�%&����� �������c@��=�����4 ��	
*7�������'���X"#�J�'�5��������� *7��*7	
	
�����,P�;�%&����� �������c@��=������T���� !� ���:�)�'�5���������
	
*7������������"#����% + ������� + ���������?	
������������'�5��������%(��"#*'���&� ������ m ����=< + *7� ��� x

,V�;�%&����� �������c@��=������&���� !� ���
���>*7	
	
����?	
*7������*'��� <(�'*'������%&��#%&�����M�M	
��h/�%N%&�����������'�8	
��*7�

x.
-/9>*O	
��h/�%N����%N*7�����5�����%N�0�%&����� �������c@��=�������� � 	��V�����8%&� + ���'���%N� � Z ���\������?��, �M����%)��, 	�,
-/����%/<@�����0���'��*7	����0�%&����� �������c@��=����?�'���N"#�)�����������'������ Y��%(����	
��h/�%/U$*7�����5�����%/U$*7����%&� + ���  !�,

�;�%&����� �������c@��=������T9>��� �6	
��h/�%0%/<@�����0���'���0��� ������� �6�J����%&������� <���<#�0�0�������������� + �M� ����*'���\��*'����� ���M�'*7���
�h/�������'����*'� + ��*7�'�����, -/���5<I�'���o"#�P� +T+ �����%i��*;���`�5���������P���0���@�3����� ���n�'*'�? !*7� ������*'��, �������5�����%
�0�%&����� ������Hc@��=������H������*V���� !�n�g	
��h/�%e����� + �5U:"@��� U>� ���5<������C��*7�(����%&������� <���<#�0�0��������V����%e� ���
*7�����5����������*'�V���?9:�������V� ���5<P�����1� +T+ �����%W���!������ + *7� ���!� �H���H���0���@�1���J%&� + �5��%&�5���!*'�H� ���1��*7�'�������0���@�
%&�����)����%3� ���J��*7�'��� �������@�5���T	
�����0�M*7	T� ���M�'*7���,WA0%&� + ���  !�M�0�%&����� �������c@��=�������47����� + �M����%0*7�����5����������*'�
%&� + �5��%N*'�>� ���8��*7�'���7%&�����M����%N� ���8��*7�'���7�������@�5���?	
�����0�8*7	�� ���8�'*7���,

Z �����������o� Z �����������?UJST� Y���Q��8����,#��������� Z �����������?U#/"#���� <;��2����,#���������$�����1� �? !��������@�����%H� ���0	
��h/�%
-

�'�5��������� U �&� + �����'����� -of-
�J�������������P� �&*7�J�#�0�%&����� ������8c@��=����T�  m ��������*'�0��, ���
,I-/����� m ��������*'�a*7	$� ��� �&*7�

�0�%&����� �������c@��=����7���

K x , σ( ) =
Nσ2 + x 2

σ2 G x , σ( ) [3.1]

�N ������
x ∈ℜN � ⊆⊆x⊆⊆

�������	�
���� ��������� � ���	�
x� R ��� G x , σ( ) 	���� � ��	��p���.&'�2����	 m,���Fn � � ����	��'�

U �5MN� ���
	��� �,� � B �
o �3��'�c(/���'������	����=���3�%68��&D)H���.��	��
	���A	 �A�'�A	��2��#$� � ��	 ��#H���S68�.� � �
	���A�
���&'�����
�Q� ���Q��%���
&'��� -

!"	�9:�����2���5	���� ��������! � ����
	���H���S�������� σ � � ��&D)/	 ��# σ �������PH������0�
�R�������
& � ��S� ���0�2���5	���� ���������
��������

F x , σ( )= I x( ) ∗ � x , σ( ) [3.2]

PG����&'���O�5�%���.�
�������S68�.� � �
	�����

� ��� � ���V� ��� � �E� "E���!����� ����� � ������� � �� 6� ��� �!�������
� �����!���.��� � �� 6� ��� �!����� �������!��� ��� � � � ������� �� 6� ��� �!����� �������!���

t$	�# � &'� �,� � t$	�# � &'� �,� �
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A��C�h/��� + ���)*7	����C*7�����5�����% -
�'�5��������� �0�%&����� �������c@��=���� 	
*7��*'���J%&������'����*'�W��������*'9:�W� � Z ���\�����

��, �(� Z �����������?U!ST� Y������$����, ��������� Z �����������?U /"#���� <C��$����, ���������
,`-/�����0�%&����� ������2	 �T���'����*'�a*'"#����� ���%�	
��*7�
� ������c@��=����7����%&�	
� ���%N���

F x , σ( )= −σ2Lpp = −σ2 ptD2Lp = −σ2 pt Hp = −σ2α [3.3]

��� ����� ���!� �� 
-
�����!���.��� � �� 6� ��� �!������� �!�!����� ����� ���&� ��� ��� � �  6� ��������� ���

��� �����	��
 �

�� ����� t � �������������������������������������! H
�����  ��"������������#��$%�  ��� &'�)(��*&'���)������� � �)�������)�����)+	+���,��)������� x

��� �
��,��)+��

σ
 

α
���-�  �.+��)��(������*&'�)(/������� � �0����(��)��� 12�.����(����!12�)+����'��$�3 2 4  5��� � p

���6�  �',���������������� � � ��(
����(����!12��,���������$73 2 4 
.89������� ��(�+��:�����)�����)+;+���,��)�������<��� � ��,��)+��� 7�  �>=����?����+����%������������� � � �<�  � � ������,�������� p

whic ��� � �������?&'� ��� �<@�A �  �B� &'�)(�� � �)���� ���
 ��
  2&'�)CD� &'�E&F��12���G�������������)�������H��$>�  �JI)� �#� ������,����������)+
� ����� 12�)��� 12�*��$�� &'�)(��*� ������������� A �)�!��,��)+�� σ.

Adaptive-
��$K$K�����7&'� � ���)+ �������G=����?����+��G�)���L,�������������+ A �E� � ����(���� ��(-��CD��������� 12�M� �!12��������(��)������� @�A

NO�)����NO,P89��+���$K$K�Q�)�J�  �MRS��� 12��������� A ��$UT-����� WV �)����+�� ���� V7 ������+>"���+�+>XK����������,   GY @ ����+ A ���S�)+�
UZ)[)[�\�]K


Adaptive-
,����������)+	&'� � ���)+ �������L=����?����+��L�)����&'������,�+�������+ A ����+��)��� � ���'�  �6,  �������^� &9��+���&'�������)�������^��$

_:_ ����=����?����+���
.8 � ������� 12� - ,����������)+`&'� � ���)+ �������%=����?����+���  � � ��12���?  ��12�a����� @ �����<� �!12��������(��)��� � $K���2�  �
� ��$K� �����������-��$)&'� � ���)+ ��������,���������


��t u �]x6�&{�	��
y�x�z'z � 	I	��'x

8O&'� � ���)+ �������������),��*��$����-� &'�)(��*,�����������������$��  �	12�)+���������$��a&'� � ���)+ ��������$K�E��,��������-$K���a�>������(��
��$9�����)�����)+�+���,��)���������

x
��� � ��,��)+����

σ

 b  ���c�����),��#���L�����LY7��,�+�� � �����! 0��
 ��
  x

��� � σ
�)���-�����M��$

,���&9&'�����������)���G�E��������
d3������ 12�)��� 12�U&'���)��������&'�������a&'� � � � ���  ����������,��	���M��,��)+��J���U�)� � ��$K$K���������	��,��)+����
&'�����!�),�,����E���!$K���a�  �*��������,��������*��$��  �*�����),��*XKY @ ����+ A Z)[)[)e)fEg�� h����? �Y @ ����+ A ���!�)+�
EZ)[)[)e)] .
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��� � ����� �>� �E� � � � �&� � ��� ' �����
Z ���\�����$��, �

�E�����'�T�������'��T9>��� �W���� + ��'�T��*1���'�����J*7	&� ���J�'�5��������� - ��� ������=U �&*7���0�%&����� �������� + ���'�M*7	T� ���#"#� �����=<
*'"@G���'�&����*'9:�C� � Z ���\��������, �N�����J�@�  !�5�W� � Z ���\������T��, �N� ����*'���\�X��, ��,PD>*7�����'�J���T���0����� ���'�����J� ���J�0��%&%&����
*7	�� ���:� ��%&�  !��%/�����$����9>����� �V�����89>����$��*7�'����� Y��%C���)�0��h/���0�����)�����:� ���:�'*7�=������)*7	�� ���:����'�������@���,BA0�
�0�%&� ���r���'�����N� ��� + *7� �����Q�0*7���N� ���������*7����*>� ���N����'�������@���4 �Q�'*7�=������ + ��*7%/���'�N� ���)�����\����������� + *'�����,
-/���3%&����������:*7	M� ���3����9>����� �o�����O"#������ <C !����� "#���, A0�8�������@�3���'�����3� ���3�0��h/���0�3�h/���5��%&� ���W	
��*7� � ���
�'*7�=������?���� !�$�������� <(�0����@�%&,

����"�� �� 6� ��� �!�����>� � �;� � ����� 9!� �;��� ������� � ��� ��� �
Z ���\�����$��, ��,

����"�� �� 6� ��� �!�����>� � 9!� �;����� �� 6� � � ��� ��� � ����"�� �� 6� ��� �!�����>� � 9!� �;��� � �&� � � ��� ��� �
Z ���\�����$��, � Z ���\�����$��, �
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�E�����'���������'���9>��� �C���� + ��'�&��*:���'�����)*7	����0�%&����� �������� + ���'�)�@�5����������%(	
��*7�B���'�5��������� - *7�����5�����%
�0�%&����� ������2c@��=������  m ��������*'�0��, ���$*7	$� ����"#� �����=<W*'"@G���'������*'9:�a� � Z ���\��������, �3�������@�  !�5�a� � Z ���\���������, �
� ����*'���\�:��, � � ,

Central-
����� ���!� �� %� �� 6� ��� �!�����>� � �;� � ����� 9!� �;��� ������� � ��� ��� �

�;� � ����� 9!� �

Central-
����� ���!� �� %� �� 6� ��� �!�����

Central-
����� ���!� �� %� �� 6� ��� �!�����

� � �;� � ����� 9!� �;����� �� 6� � � ��� ��� � � � �;� � ����� 9!� �;��� � �&� � � ��� ��� �
Z ���\�����$��, � Z ���\�����$��, � �

��t � �]x6�&{�	��
y�x�z'z��2� �x�z*���:x�y�x��)	���{ ��x6� � 	���{ � 	�	�yI���:x�{ !!�&|��2{�� !#x�z

�J�5���������� Y��%3�0��h/���0�)����� + *7� �����T9:�������W�����M��*7�'���@�0��h/���0�J� �6�!��*7������'������������ < + ��* + ��!���T"#����
*7	 "#�������M%&������'����*'����, /"#���� <

[
/"#���� <C��������� + ��*' !��%&��8�Q�0*7���O%&����������%>%&��������������*'�P*7	#� ������O�@�*7�0��������

�'*'�������=���'���O9:�������j�����W�'�������%P������\���O����%&�@���,d� ������������� ���H�������������^� ����*]���^��������=�������6�0�� ��*7%g	
*7�
�h/�������'��� ����*7	�� ���)����%&�@���*7	�	 �T���'����*'�������&"#�� �����'*'��%/���'���%Q"@< �����'*'" Z �������&���&-/��� 	����  !�������� <>*7	/D>*7��� �
������*7��� ����UT�&��� + ��&�:������,

A + *7� ��� y� ←N+1 ���(�a�@�5���������� Y��%R��*7�'���)�0��h/������� � �I�a����Q*7	2"#�������(%&������'����*'���
V
U:��, �, U

v(i)• v(j) � � 	
*7�#�����7� � G9:������ V={v(i)� ←N+1�T� �T��, , D��T� -��� UT*7	��M	 �T���'����*'� F
9:���5�

vtDF(y
� � � ����%

vtD2F(y)v �
� 	
*7�#�����

v
� �

V. [3.4]

9:������8�V����� ���8�@����%&���5���?* + �������*7�#����%N� 2 ����� ���1�:����������>* + �������*7��,
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k]���5�C� � � � ���5�n������� + *7� �����O�����X���������'����*7�'���!�0��h/���0��, k]���5�W� � � � ���5�;������� + *7� �����O�����
�@�5���������� Y��%N��*7�'���7�0��h/���0�M*7	�%&���0�5������*'��������� <Q�;,

ST*7� �����H*'�r�o�0��h/������� �'*'�? !�h/��� <j������\���(����%&�@�n�����n�@�5���������� Y��%e��*7�'���N�0��h/���0�g� ��� ���
%&������'����*'���1*7	8�������@����2�'*'�? !�h/��� <#, �E��'*'��%H%&����  !�����  !�0� ��	
*7���0������*'�n����� + *7� ��� y

���Q�'� + � �����%("@<�� ���
�:����������g*7	

F
���2� ����� + *7� ��� U H

�P� 2F(y
�
, Z *7�����C�

-
%&���0�5������*'�����?������\��������%&�@�5U8� ���)D��T� -���0*7���

����@�����  !�M����@�5�? !��� ���%0����@�5�? !��'��*7����*7	T� �����:����������6�����M� ���8%&������'����*'����*7	��@�����������?�'*'�? !�h/��� <#,H�
	������7*7	
� ��*7���H����@�5�? !��� ����W����������@�����  !�5U0� ��*7���H����@�5��%&������'����*'���W� + ��'��	 <`� ���H����X*7	N%&������'����*'��� V

	
*7��� ���
� m ��������*'����*7	��@�5���������� Y��%N��*7�'���7�0��h/���0�M�@�  !�5�>��"#*' !�5UT��, �, U � V � �JD��T� -M.

� � Z ���\�����#��, ����UT� ��� + *7� ��� y
UT����%N� ���8%&������'����*'���

v
UT����%

w
�h/�����?� �>� ��� + �������8� + ���?���%)"@<(h)����%

σ
,

F
������������\���&������	
���'�)��"#*' !�)� ����� + �������,i-/���)����@�5�? !��'��*7����*7	�� ���G�:����������C*7	 F

���
y
�����

v
����%

w
,

-/���Q%&������'����*'�
v
�����8� ���O�0*7���7����@�����  !�O����@�5�? !��� ���O����%>� �?���8���8� +T+ ��*7h/���0������ <N��*7���0���T��*X� ���O����%&�@�5U

��, �, U
V
� �

v}.

v ∈ V

w ∉ V

y

σ

x

F

F(y)

Height Ridge

��� ��� �# 6� � ���!��� ��� ��� ����� ���������  � ��� ���
v � � � ←N+1=2

Z ���\�����$��, ���

k]���5�r� ���g	 �T���'����*'�
F
���H�g�0�%&����� ������]	 �T���'����*'�?U

y=(x
U

σ
������%e� ���C������\���(����%&�@��]�����

�0�%&����� ��������'*7�����*7	T� ���M�'*7������ + *'��%&� ���1���0���@�,W_1����������� Y�������*'����*7	T��*7�0�M*7	T� ���M� - %&���0�5������*'�����@� � �T���
�0�%&����� ������:�'*7����:*7	 Z ���\�����O��, �]�����3����*'9:�o� � Z ���\������8��, � 	]� ����*'���\�a��, ����, Z ���\������2��, � 	P����%���, ���
�'*7������ + *'��%3��*1� ���J� + ��������� + ��*'G���'����*'����*7	T� ���#�&*7�V����% �

pp
�0�%&����� ��������'*7�����, Z ���\���������, ���X����%���, ���

����� �������������O� ���O���'������8������*7�'�������%:9>��� �a� �����'*7����� !���O�'�����'����2*7	$� +T+ ��* + ��������������%&� ���2�
����%&� ��� � ρσ
9:������

ρ=1.0
���'�5��������%N*'�>� ���8�'*7������ + *'��%&� ���Q� + ��������� + ��*'G���'����*'�>��*7�'������*'����,
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� �6����� ��� �����
' ������� ��� � � ����"�� �� 6� ��� �!����� �;� � � �� #�V� ����� ���  �� � � �!�� #� ����� ��� � �V���������!���!�
�V�������>� � �;� � ����� 9!� � � � ����"�� �� 6� ��� �!����� �V�������>� � �;� � ����� 9!� �
Z ���\�����$��, � 	 Z ���\�����$��, ���

� �6����� ��� �����
' ������� ��� � �E� �����!���.���
-oriented

�;� � � �� #�V� ����� ���  �� � � �!�� #� ����� ��� � �V���������!���!�
� �� 6� ��� �!����� �V�������>� � �;� � ����� 9!� � � �E� �����!���.���

-
����� ���!� �� � �� 6� ��� �!����� �V�������>� � �;� � ����� 9!� �

Z ���\�����$��, ��� Z ���\�����$��, ���

-/��� �&*7���0�%&����� ������3	 �T���'����*'�;����� + ��*' !�5�^��*("#�������	 ���M	
*7�X%&�	
� ��� ���H�'*7����0*7	O��������*7�0���
*'"@G���'����9>��� �>��*'� + ������������$����%&���U�� +T+ ��*7h/���0������ <(�T����	
*7����� ���������*7����U��%&�@��)*7	�	
��h/�%W�'*'����������� + *7��������� <@U
����% + *7����� "#� <C��*'9 �����\�����T��*J��*7�����O��������*7,e-/��� �

pp
�0�%&����� ������8	 �T���'����*'�3����� + ��*' !�5�P��*J"#�������	 ���T	
*7�

%&�	
� ��� ���6*'"@G���'����9>��� � + �����������������%&���U$�T����	
*7���r� ���������*7�)� �����5������� <@U2����% + *7����� "#� <V� �����5������� <> !������������*'���
����*'����� �����'�5���������#��c@������*'��, -/���:�����0� + ��*7�'�����9>���������%C��*3�h/�������'�������$*7	�� ���:�'*7����)����*'9:��, �
�����
%&����������%N� �>� ���8	
*7����*'9>� ���Q����'����*'��,

��t ��t �:x�{ !!�&|��2{�� !#x �F��|��)	���|�{
�\y

-/���n�h/�������'����*'��*7	1�
-
%&���0�5������*'�����N�'*7����]*7	�*'"@G���'���]� �ID

-
%&���0�5������*'�����N���0���@��3����� ���i�

�0�%&����� ������J	 �T���'����*'�
F + ��*7�'��%&�J� �]� 9>* + ���������?	
��*'9>� ���0	
��*7�[�1����������� ���0K�������������������*'��L + *7� ���#��*N���

(N+1-M)-
%&���0�5������*'�����@������\��������%&�@� + *7� ��������%a� ���5�������� !������ ����� �����?������\��������%&�@�, -/���:%&*7�0��� �V*7	

�0�%&����� ������Q�'*7����Q������*'�
-
/���'����%&����?U2��, �, U

←Nx←+U2����%P� �?���O��� m ��������O� ���X��%/G �������0�5����*7	��0�����������
�0��%&�X����%&��	
	
����5�������'�������, �:����J9>� + ������5����� ���X�@�5��������!�'�����X� �W9:�������;� ���X%&*7�0��� ��*7	�� ���M������\���
����%&�@�8��� /���'����%&����?UT��, �, U

←N+1 ,H-/����������� ���8�'�����$9:�������>������ + ��*'<#�%)"@<(�J�J* Z �'*7�����,
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Define

α(i) � ���8�����'�5��%&� ���Q*7��%&����%N����@�5�? !��� �����*7	�� 2F(y)
� �X��, , D��T�

v(i) � ���8�'*7������ + *'��%&� ���@� <(*7��%&����%N����@�5�? !��'��*7����*7	�� 2F(y)
� �X��, , D��T�

����%N� ���8%&������'����*'�����7%&����  !�����  !��

P (i) y( )= v( i)t D F y( ) i = 1 .. N + 1 [3.5]

YI������� ���S�:�������+>?� ��)a;+�+��57�������+���='="#�
��������5L�	�
y
�:��!�S'(�	HI��'="#'O;+�+�&����HI��� ��������)J�������57)*�P���

��HI���
�&�	�&� ���	��$#��� ���&�+�?� ������"#��:�	;+�
F

 α(N+1-M) � d ����5
P(i)(y

�
≅ 0

�:��4�	������mW@	/ / � ���W@
-M) [3.6]

YI����;+�+��57�������+����������tJ"#�	����� �����#^�����A�	���;+�+�&��������������� �������
����5�2*���:���'="#���	��� ��)1� ����� "W��;+�����+�

J y( )= P i( ) y( )
�
 �
 

�
 	  


 

�
 
2

i =1

N+1−M�
[3.7]

�'�����
�����
	 ��# J(y B� �
�.����&'�'����%I���� #$� I��
�.����&'�'������Q��� -4.

� W X,W V�W $jkh��H` a��4ekh4]��Gg�` �$Z5e��
idge

n 	 68�%� �'� 	 ��	��
	���� U � ����& - �
�����	�!"	���� B ���
��&'�
	 ��#H���.	 ��� I y(0)I+	��
�J�������.�	����
���r&'	��5#$����'�u(/�L!"� � ���
� ��	 ��#G�l���S* � #$���
� �5	�&'����
	������������&'���QPH	�� ��&'���
��������
�+� ����� 2F(y(0) B ���+�����
�+�2	 ��	��2	 m,� J(y B � @:�����,	��
I5�
��	 ��� ������&'����	�������&'!"�.&'�2���J!"&'�.� y(0) 	 �L� ���-�5	�&'����
	��� v(0)I5�'���2	�!�� ���-�2	 ��	�� � � 	 �L� �����,�5	�&'����
	���L	��,���.�
� � !"!"	��	��%��� I�!"&'�.� � �����8���.	 ��� � �����5	�&'����
	��� v(1) 	��Q������&'�������5� o ! ��!"�
��& ������	��
��&'���
	�����C� ���7&'��� � ���
	 ��#
�2	 ��	�� � � �.! J(y B 	��,���.��PH	�� ��	 �L�
�.����&'�'����-�.&8	�! α(N+1-M) ��� y 	��,���.�,������� � ���'�Cm,��&'�I5�/���%P ���
	�� � �����
	���
���.	 ��� 	���&'� MN� 	�&'���5� t$�.& � ���C��9:������������	 �u� ��	��l�5	�������&'�
���
	���SI � &'�%���
? �l�2��� ���.�c	�� � �����c�
�R����&'!"�.&'�|� ���
��	 ���0������&'��������~"T�&'�����
I�t$���'�S����&D)7���S�����>��������� .

� W X,W � W��8f�]��/g'f�_` a��4e"Z3g��Gg�` �$Z5e��p`"i��/g

� ����G�C&'	��5#$�0���.	 ����	��l!"� � ���:I�	 �����
�����c�.! ��9�����	��	��
� )=������ � �����
	 ��#7� ���G�
�'��#$�%���
� �.!�� ���+&'	��5#$�%I �
���
�%�F��'�}(/�J�
��<$�%�r	 �r� ���J�'����&'�.9:	��2���
�J�
�'��#$�%���0!"&'���2�J�5	�&'����
	�����G�'���z� ���%�r�7!"���P �
�L� ���2&'	��5#$�2	��
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+ ���	
*7���0�%V��	M� ����� + *7� ���2���1��*7*6	
���O*7	
	8� ���0���'� ����������%&�@�5UM��, �, U J(y
�8���1�������@��O� �����g��*7����������'�,#� /"#���� <

1996]
-/���J�������@�5���T	
�����0�J���T9>���� � +T+ ��*7h/���0�����%�"@<�� ���M����0��� ��� ���\U&��, �, U&� ���#���������@���������@�5�? !��� ���%/U

����@�5�? !��'��*7����*7	J� 2F(y
�
, �/<n����� +T+ � ���C� �o� ������3� +T+ ��*7h/���0������ <n�������@�5���8%&������'����*'���:����%>����� ���C� ���

	
��*'9 �����@*7����� ��� ��	
J
"#��'*7�0����������@�5U�� ���M������\��������%&�@���'���6"#�������� !������%0����� ����*'��� <H� ��������@�5�? !��� ����

����%>����@�5�? !��'��*7���8*7	#� ��� �:�����������,e-/�����8������?��� m ���O�'���������� !�5�����8�0���?<C*7	#� ���O%&��	
	
��������������8������*7�'�������%
9>��� �]� ���Q%&�����'*'����� �?����������M�'*7�0�0*'�]� �]� ���Q����@�5�? !��'��*7�2	
�����%&�M*7	!	 �T���'����*'����,[� �P	
���'� U!���$���8����	
	
���'���5���$��*
������#����%6�'*7������'�#	
*7�2� ���Q��9>� +T+ � ���0*7	!� ���Q	
������� � -

� ����@�5�? !��'��*7���#"#�� 9>��5�]�'*'������������  !�Q����%&�@� + *7� �����
��*�������%&���8� ���8����0��� ��� ���Q%&�����'*'����� �?������������ /"#���� <(���������

.
Z *7�J� �����h/��� + ���� + ������5�����%/U�� ���������� !��������#����� + ��� Y��89>��� � , � + ��h/��7�T��������, -&����0� ��������*'�V*7	

����%&�@�1������ !���������*7�'�������!9:���5�H� ���1����%&�@�1�'������������:�����2��*0��*'���@��$� + �����%&, � ��%&�@��M�����Q������*N������*'9>�%6��*
� ���=�g������1� �����

π
b �3�'*7� + �����%H��*6� ��� + ���5 !��*'���1����� + %&������'����*'��,�-/�����Q�=�����)���������Q� ���N� ������@��������*'�n*7	

���T"#�'*7���������%N�������� <(� �������	
�����?9>��� �:��*7���0���7�'*7���8������ !���������,

��t � ���#x����#{
x��`������y�z'x�y�z'{ |�{ �#{ |�{
x�z

�;�%&����� ������n�'*7����C���� !�V"#��5� + ��*' !�5����*o"#�i� �����5���������  !�i��*`��9>��%&�V !�������� < *7	C*'"@G���'�
%&����� ���="#�����'��]����%e���0���@�C��*7�����n%/���n��*i�����(�����n*7	�������������*7�'���)"#*'�T��%&����� ������]�0�����������P������� ���
�0�%&����� �������	 �T���'����*'����� +T+ �����%a�����X�������@��*7	����'�������U���, �, U�� + ���� �����:��� Y����, Z ���\�����8��, ��������� ���:�5��%C*7	
� ����������� + ���������� ���������������� ���J�'*'�����������5���T�h/�������'����*'�W*7	&�)����U��'�5��������� - ��� ������=U �&*7���0�%&����� ��������'*7���J*7	&� ���
"#����� �>������^	
��*7�^� 	��V�0���\��������������*'�������'�8���0���@�$9:�������:�����?�T��%&����@*'���$ !������*'����%&�	
*7���0������*'����,

��t ��t��/� � � 	��5}

�;�%&����� ������i�'*7����i�'� + � �����`� ���B��*7�'������*'�?U���� Y��5U�����% ����� + �B*7	V*'"@G���'���H !���`�'*'����� �?��*'���
��� + ������5����������*'���)*7	�� ������M�'�5���������$�������'c@�)����%C��*7�'���79>��%&� ����, �������H��� + ������5����������*'���J�����1	
*7���0�%X����� ���
������������*7�'��� U&�0�%&����� �������c@��=�������,WA; !�������� <�*7	T�0�%&����� �������c@��=��������h/����� U&�������9>��� �6������*'9:�>�������5���@� ���
����%H9>���c\����������, �;�%&����� ������(�'*7����Q���� !�N"#��5� + ��*' !�5�I��*>"#�C� �? !�����������Q��*V�0 !�������� <^*7	1*'"@G���'�

d
����� ���="#�����'���U#�, �@, U#��*7��������*'�?U$������������������*'�?U$����%(���'�����5U$����%(� �����5���������  !�)��*:�� !�������� <6*7	����0���@����*7�����5U$�, �@, U
���������@���� �>��"#��*7� �����8� �����5������� <#,

-/�����2%&�����������������*'�09>�������h + ��*7�����0�%&����� ������2�'*7����%&�	
� ��������*'�a����%��h/�������'����*'�C������?��� m �����	
*7��� ���
�@�5�����������*'��*7	���� + ������5����������*'����*7	��h/���=��%&�%a�J��������������%&��������� "@������*'����� ��	
���� ������� + ���'�, � + ��'��	
���'����� <@U
�J�������������j�@*7*7%/������

-of-
	
���O�'*7����O9>�����M��� + ������5�����h/���=��%&�%g�J�������������^%&��������� "@������*'����"@<f�������'c@� ���H� ���

�'*'����� �?�T���r*7	2�0������Q*7	2� ��*7���X%&��������� "@������*'���O����%P��������0����� ���>� ���X��*7�'���  !�����������'�X*7	�� ���X%&��������� "@������*'�
��*7���0���7��*O� �����?�������'c@,
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�;���?<q*7	V� ���B� �? !�����������'��f����% � �����5���������  !��������f*7	V�0�%&����� ������f�'*7����f�����g"#�5���	
���'�����C� �
��� + ������5����� ���:� ���J%&��������� "@������*'�W*7	&����� + ������ �W	
���� �����J� + ���'�, � *7��������*'�W����%0������������������*'�6� �? !�����������'�M�����
� 9>*W������� m ���������������, � �g	
���� �����0� + ���'�5U#��*'9>�5 !��=UM�3�0�%&����� ������1	 �T���'����*'�a����%&�1��*�"#�0���5���������  !�0��*
���������@��8� �P� �����5������� <C����� ������ �����P��*J"#*'�T��%&����� �������, Z *7���h/��� + ���5U!��c@�59:������8����%>*7� ������0*7�0�5�����2*7	
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χ2 Measures: �=693�8 DOK 5�� D�C Lf693�M A 6�5�Lf6 X 6 WEK U C 57Z A7CED �!I A 6 K 8 C Z C 573 WE� χ2 j 693 DJR 8)6 Md3 D I K
8)69L R�F 6bI A 6gU�8 K c W 6 jmK$T Y K$� I K I A 6 DOCEj U W 698�U�8 K c W 6 jmK$T7F�K$j U�3�8 C 57Z K c D 698 X 69LNc C 5 T 8)6 a&R 6�5 F�C 6 D : ¡ (i):
M C I A 69lOU�6 F IJ69L c C 5 T 8)6 a&R 6�5 F�C 6 D :�£ (i) \ @BA 8)696�U K U R�W 3�8g69lB3 j U W 6 DGK$T χ2 Y K$�iT R 5 F I CEK 5 D 3�8)6��=693�8 DOK 5�� D
χ2 �!£ a&R 3�I CEK 5�� \ < � :r24693�L 3)57L ] 8)6 DODOC 6�� D U K Md698QL C X 698)Z�6�57I D IJ3�I CED I CEF �!£ a&R 3�I CEK 5 � \ ��� :i3)57L�I A 6 WEK ZWECEt 6 WEC A7K$K L 8)3�I CEK �!£ a&R 3�I CEK 5b� \ ���!\|¥ 24693�L 3)57L ] 8)6 DODOC 6g<�>�?�?�©

χP
2 =
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D = max
1≤i≤ S

D+ , D−( ) [4.8]
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χ2 5F&G����������� � ��� � �-� 7�����&( � J76!�$'�#� 7�� � � � � 7����2� 7�� � �	�%$' �� � * (i)� ��^(_�? ?�` S ` � ���	� ; �� � ��	��$'�	� � ��������
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� [4.9]
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3)57L I AvR s

P χP
2 ≥ χB−1

2 α( )( )→ α [4.11]
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 (����E"�%���	�	�
 �r()"$* 0���
 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �"$���
����
-
��� %�,�" �E"$�&%����C Z R 8)6�� \ � 1

µµµµ σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0021 0.0852 18.0921 0.0709 -7.8851 0.5232
40 128.0039 0.0840 15.1517 0.0757 -7.1435 0.5033
80 128.0336 0.0836 14.1866 0.0811 -5.4787 0.4697
160 128.0437 0.0798 13.8625 0.0788 -4.0037 0.3962

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V

µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0335 0.0855 17.7356 0.0704 -8.4043 0.5447
40 127.9995 0.0846 14.8585 0.0755 -7.0742 0.4992
80 128.0128 0.0845 13.7737 0.0820 -5.2426 0.4618
160 128.0337 0.0814 13.4942 0.0800 -4.1307 0.4021

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �
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µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0361 0.0848 17.1074 0.0678 -8.4316 0.5471
40 127.9981 0.0856 14.2551 0.0744 -7.6645 0.5195
80 127.9775 0.0872 13.1854 0.0827 -5.1788 0.4629
160 128.0166 0.0843 12.9141 0.0813 -3.3135 0.3630

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �
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���o)m	n�o
� o��m �

µ
� m � �  �$#5���  - m ��� �S�" � �m � mw	���n � ��")&�n�	��� � � �  J\J � %7� m � �  ��� ��� � n�	��"�m �$� n�) � S � # a�� �  � ��� 

%&� ) � �"�h # ����m	n�o@h # ��V�m	n�o � m"? �  � h # V
-
h # �8�" � �m � m	n � n��]$.��	����o[m ��- �/.������� � ���

σ
m	n�o � n��]$.��	����o � -

� � � J\J � %D� m � �  � m
�E� � S�%m
] � �%m # ��� /	�m ��� /� � � �  � 3m	n����%m ���  �d��� �" � �m � �oO? ->� 	�m
�������. � ��� � � � � � 
������� � ��	�m � �%m
] � �%m`�"�	����	o��o[o � � � n�)�� �  _ ��n����6�m
� � �'� � n �$# Iu� � � n � n %&� ) � �" � h # ���<� � �"� � ) � h # �
�
m
�"2� � 7������� � ��	�m � �%m
] � �%mO� �

X R&C
2 � � n�	�� � ��n � ��� � m
� -�� n�) � S � # ���  � ��	�m
� � ��n � � � � � S�%m
] � �%mkm
�"

n���� � n � �+�#o�m ��� ��� � n�	��"�m �$� n�) � S � #P{ ��n -
��.�� � �%m ��� ��	�m � �%m
] � �%mNm
�"/� � ���nf�" � � � � �o #A% ����� �����7J\J � %

� � n�	�� � ��n� 8� �  � g�%m
] � �%m�m
�"g)&�n���	m ��� - � ��	�m
���oBm
� � �%m ���+� 	�m �  �  8 # ) #  
σ �
�
 � n � � P��m ����� � � � � 

.���. ��� m
� � ��n # Iu� 	 � �%m
] � �%m`	����"�" � .���n�o|���'�"!.��" � �n���m
� � ��n � � � � � � � -�� n�) � m
�/. �  �$# Iu� 	 � 	���n �$��� ���n��
?� � m �9� ���O� � � � kn���n

-
��.�� � �%m �7� ��	�m � �%m
] � �%mlm �C� �	�� � � � 4m ��- �/.������� � ���

σ
# 6 � ��� ���� � � � G
��.�� � �%m ��H

(σ
�(V
��� � ��	�m � �%m
] � �%m�m
�" � � ����� .��" � �n�� � ���9� �  � S � �(Y��Em	n�o � S � �(V
���\	�m �  �$#>{ �m
� � -U� o��n�� � 	�m � 	 � ��� ���� �

� ��� ��	�m � �%m
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��� 0n���n
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��.�� � �%m �E� ��	�m � �%m
] � �%m/m
�"Im ��� �%m �$� ��	 � m
���o �<� � � .������ J\J � %S� m � �  � m	n�o>� � ��" � ���"

�"�o � 	�`� �  _ ��n���`6�m
� � �lm � ��	m
)& J\J � %O� m � �  # ���  � ��	�m ��� ^ m
� � ��n:� � � � �.������ J\J � %2� m � �  � ���'� � 
non-

��.�� � �%m ��� ��	�m � �%m
] � �%m ���7����� ��� ���	m
���o � n %&� ) � �" � h # ���/� � � � ) � h # ��X #b��� �o ��� ��� � ? � � � ��n>� �
µ, σ
 <m	n�o

J\J � %D� m � �  ����� �"!.��" � �n����o�? - m ��� � � m
	� ��� � �  �  � ) � �Mm"?�� � Nm
µ,σ
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One-
� � ���n�
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0066 -8.6440 0.5449
40 0.0062 -10.3474 0.6108
80 0.0047 -3.2485 0.3758
160 0.0039 -1.6307 0.2254

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # h

One-
� � ���n�
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0064 -8.2185 0.5282
40 0.0057 -10.5271 0.6216
80 0.0044 -3.1970 0.3755

160 0.0038 -1.7491 0.2390

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �

One- � o x�$[q
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0062 -7.5708 0.5050
40 0.0050 -9.7440 0.6009
80 0.0041 -3.7981 0.4056

160 0.0035 -1.8580 0.2442

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �
I 	�m
������")&�	m
� � � � � � 

µ
m	n�o

σ
� m � �  � � � � �  � ��	�m � �%m
] � �%m � ����� �  _ ��n���O6�m
� � � �$� � ��� m
� � ��n �

m
�" ��� � � n � n %&� ) � �" � h # ���%m	n�o2h # �
� � ��� � I � �����3m	n�o � I � ��h�� #b���  - �" � �m � � � \	����"�" � m
���o � .��"�m�o'� �
J m ���$�$� m	n ������� 	 � o� �C� n��� � �6 J9_>_ �"!.��" � �n���m
� � ��n<� � � �  � ��)

-
n����"�%m ��J m ���$�$� m	n #
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��WEj�K$D IG6 X 698 P[K 576 K$T I A 6 K 576 -sigma 8)3)57Z�6 D'CED'W 3�8)Z�698 T!K 8 6 a&R�C U�8 K c#3)c W 6uc C 5v5 C 57ZSI A 3)5 T!K 8
6 a&R�C 8)3)57Z�6#c C 5v5 C 57Z \q@BA 6�3 X 698)3�Z�6 YGY K$��X 3 W R 6 D 3�8)6�3 WEDOKuWEK Md698 R�DOC 57Zu6 a&R�C U�8 K c#3)c W 6�c C 5v5 C 57Z \h@ 3)c W 6 D
4.25-� \ � � 3�I=I A 6G6�57L K$T I A7CED�FHA 3)U�IJ69843 C L C 5 j 3 t�C 57Z I A 6 D 6 F�K$j U�3�8 CEDOK 5 DO\q@BA7K$D 6�IJ3)c W 6 D�DJR�j�j 3�8 C § 6�I A 6oqK 57IJ6 ] 3�8 WEK D IJ3�I CED I CEF�D7T!K 8#693 FHA YGY K$�uT R 5 F I CEK 5d3)57Lsc C 5v5 C 57ZuIJ6 FHA 5 CEa&R 6 \

µµµµ σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.1071 0.0865 16.4319 0.0732 -10.0400 0.5825
40 128.0902 0.0865 12.6454 0.0814 -8.8658 0.5580
80 128.0609 0.0864 10.7077 0.0839 -6.8656 0.4974
160 128.0160 0.0873 9.8527 0.0804 -5.1896 0.4486

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �

µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0910 0.0865 16.2709 0.0722 -11.0758 0.6158
40 128.0427 0.0865 12.5145 0.0812 -9.1536 0.5672
80 128.0573 0.0871 10.5138 0.0838 -6.6545 0.4923
160 128.0051 0.0880 9.7378 0.0803 -4.5509 0.4233

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # Y

µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0859 0.0855 16.2554 0.0724 -10.0300 0.5902
40 128.0498 0.0865 12.4588 0.0816 -8.7867 0.5531
80 128.0491 0.0880 10.3299 0.0838 -6.5506 0.4930
160 128.0154 0.0884 9.4957 0.0804 -3.7419 0.3901

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # X
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� 5 C 5 D U�6 F I CEK 5 K$T I A 6 DOF 3�IJIJ698;U WEK I D�K$T I A 6 WEK$F 3 W�j 3�l CEj 3s8)6 X 693 WED 3)5 C 5 F 8)693 D 6 C 5QI A 645 R�j c#698 K$T
non-

K U�I CEj 3 WbWEK$F 3 Wbj 3�l CEj 3 C Lf6�57I CET!C 69LB: F�\ T!\ : ��C Z R 8)6�� \ � �_3)57L ��C Z R 8)6�� \ � � \ � 5 K I A 698 CEj U K 8)IJ3)57I
L CET!T 698)6�5 F 6 CED I A 6 WEK$F 3�I CEK 5 K$T I A 6 D 6�5 K 5 -

K U�I CEj 3 WkWEK$F 3 Wkj 3�l CEj 3 \ ��K 8g6 a&R�C 8)3)57Z�6�c C 5v5 C 57Z&:�I A 6 P Md698)6WECEj�C IJ69L�I KdK�R I W P#C 57Z µ
X 3 W R 6 DO\ ��K 8s6 a&R�C U�8 K c#3)c W 6Gc C 5v5 C 57Z&:k5 K 5 -

K U�I CEj 3 W4WEK$F 3 W4j 3�l CEj 3 K$F�FHR 8s6 X 6�5
M A 6�5dI A 6 µ

X 3 W R 6 D 3�8)6g3�IvI A 6 C Lf693 W��
* * *

��K 8-I A 6 WEK Z -5 K 8 j 3 W Y 3 R�DODOC 3)5v:�6 a&R�C U�8 K c#3)c W 6Gc C 5v5 C 57Z T 3�8)69L j-R�FHA c#69IJIJ698 \�@BA 6 K 576 - DOC Z j 3
8)3)57Z�6 D 3�8)6 F�K 5 DOCED IJ6�57I W P�DOj 3 WEW 698 \ ��WEDOK : R 5 WECEt 6 T!K 8s6 a&R�C 8)3)57Z�6Gc C 5v5 C 57Z&:�I A 6NZ�8)3)U A7D 3�8)6 j�K 5 K I K 5 CEF
M C I A 8)6 D U�6 F IvI K � S|.
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One-
� � ���n�
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0070 -7.2880 0.5099
40 0.0047 -4.3236 0.3937
80 0.0027 -1.0493 0.2392
160 0.0023 -0.3864 0.1865

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V��

One-
� � ���n�
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0068 -7.3381 0.5077
40 0.0046 -4.0255 0.3813
80 0.0026 -0.8097 0.2186

160 0.0023 -0.3501 0.1824

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V
V

One- � o x�$[q
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0067 -7.0357 0.4999
40 0.0043 -3.9086 0.3786
80 0.0026 -0.9579 0.2325

160 0.0022 -0.3462 0.1860

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V��

i�j i�j �
j���p�t"r��uq����7t	�
-
t	
�07o r�q"n�x�twv9o n�n7o n�x��dt�2�0��Cs 2

� n F � �� � m".(.��oc? � n6n � n�)Q � m
�/. �  � m
�"O)&�	m�o � m ��� - ���	m	n �$� � � ��n��o � �"���K�+��/?��� ����� . � nL��n�7? � n
�����+��/?��� ����� . � nhm	n���� � �� � ��� ��� 	�	� �$�$� � 

µ
m	n�o

σ
� m � �  �$# ��� ��" ����� � ��� m � �+����� �:J\J � %���� � � m
	�

����� 	 � m ��� � �<� m	n<��.�� � �%m ��� ��	�m � �%m
] � �%mw����?���+���"0m
	�	 � �	m
�� � - m	n�o@	���n �$��� ���n�� � -�� � � n�o #
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��� %�,�" �E"$�&%����C Z R 8)6�� \ ���

� 5n3 WEW=C 5 D IJ3)5 F 6 D :4I A 6 K 576 - DOC Z j 3 X 3 W R 6 DgT!K 8VI A 6 D 6 6 D I CEj 3�IJ6 DgK$T σ 3)57L YGY K$� 3�8)6 DOC Z&5 CET!CEF 3)57I W PW 6 DOD I A 3)5 I A7K$D 6#U�8)6 X4CEK�R�DOW P 8)6�U K 8)IJ69L \q@BA 698)6 CED 5 K Iv3 DOC Z&5 CET!CEF 3)57I FHA 3)57Z�6 C 5dI A 6g3 X 698)3�Z�6 K 8 K 576 - DOC Z j 3
8)3)57Z�6 T!K 8sI A 6N6 D I CEj 3�IJ6 D K$T µ

\��dK 5 -
K U�I CEj 3 W4WEK$F 3 W4j 3�l CEj 3 3�8)6 D I CEWEW 8)6 DOK$W X 69L \�@BA 6 P U�8 K L R�F 6NI A 6
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D 3 j 6 R 57Lf6 DOC 8)3)c W 6u3 DJP#j U�I K IJ6 D�T!K 8 σ 3)57L YGY K$��\ @ 3)c W 6 D � \ � 5-� \ � � 3�I#I A 6 6�57L K$T I A7CEDgFHA 3)U�IJ698V3 C L C 5j 3 t�C 57Z I A 6 D 6 F�K$j U�3�8 CEDOK 5 DO\ @BA7K$D 6 IJ3)c W 6 DuDJR�j�j 3�8 C § 6 I A 6 oqK 57IJ6 ] 3�8 WEKdD IJ3�I CED I CEF�DuT!K 8s693 FHA YGY K$�T R 5 F I CEK 5d3)57Lsc C 5v5 C 57ZuIJ6 FHA 5 CEa&R 6 \
µµµµ σσσσ    GGoF

|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0503 0.0844 19.4499 0.0586 -2.3474 0.3113
40 128.0968 0.0816 15.8521 0.0566 -3.7465 0.3734
80 128.1074 0.0812 13.7066 0.0723 -6.1812 0.4694
160 128.0294 0.0817 12.2559 0.0831 -5.7917 0.4687

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� mulation� m"? � Eh # V"�

µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0723 0.0837 19.2835 0.0571 -2.0174 0.2946
40 128.1164 0.0810 15.6939 0.0562 -3.8296 0.3780
80 128.0839 0.0820 13.3755 0.0724 -6.0428 0.4628
160 128.0132 0.0828 11.8482 0.0840 -5.7362 0.4739

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V"h

µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.1140 0.0837 19.0601 0.0555 -1.6917 0.2743
40 128.0542 0.0802 15.4285 0.0544 -3.5326 0.3636
80 128.1015 0.0831 12.8055 0.0730 -6.2461 0.4635
160 128.0544 0.0846 11.1900 0.0845 -4.6897 0.4342

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V"�

� � �n�	����/.'m
� � n�)f� �  � ��	�m
� � ��n�� � � � kn���n
-
��.�� � �%m �7� ��	�m � �%m
] � �%m�) � � �n � I � �(V
��� �C%&� ) � �"

h # h�X�� �<� � � � �  � � � ��	�m
� � ��n �7� n�o���/�0 ��� �	m	n�)& �C%&� ) � �"Dh # h����9m	n�oL�0 ��� .��"��?2m"? �  �C%&� ) � �"Dh # �
���W? � n6n � n�)
� � �L� ��� n�) � ?��	����+8��? �9� � ���$# ��� /n���n

-
��.�� � �%m ��� ��	�m � �%m
] � �%mKm
�"�?�������� ��� � � ���oP���[� � � � -�� n�)

µ
� m � �  � 	����/.'m
�"�o|���'�0 ��� .��"��?2m"? � �? � n6n � n�)Q � � �  � ��� �� �  - o��3n����-m".(.��m
�����/?�Im �9�  ���W��� � � ���o=m �
�<� � � �0 ��� �	m	n�)&E? � n6n � n�) #
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 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �0���� �&%
X R&C

2 %�� (���� � ���E"$, ��* ��� 0���� �&%
X R&C

2 %�� (���� ������E"$, ��* ���
%&� ) � �"Eh # h�Y %&� ) � �"Eh # h�X

* * *

��� � �C� �	��w� � � � �� � m".(.��o
-
�0 ��� �	m	n�)&S? � n6n � n�)|��n � �  � ��)

-
n����"�%m ��J m ���$�$� m	n�o ��� ��� � ? � � � ��n ���

�+� � � �$� )�n ���C� 	�m	n�� � ���2� � '��n�
-
�$� )&�%m � m � �  � ���"�+�o � �"���N� � +	�� � m
� � m	n�	�+� �

µ
m	n�o

σ
#e��� +�	m	n�)& �

�"!.����"���o~?� � � � m
�"g� �  � � �  � �  � ���+�� � �+ � ? - m � � � 	 � m � V����
 <	����/.'m
�"�o ���b�0 ��� �	m	n�)&P���
�0 ��� .��"��?2m"? � �? � n6n � n�) # F � �� � m".(.��o

-
�0 ��� �	m	n�)&�? � n6n � n�)lm ��� �4m �C� �	�� � � � Io ���C� ��"�n�� J\J � %'� � n�	�� � ��n �

o ���C� ��"�n�� � -�#B��� 
X LLR

2 � � n�	�� � ��n<	 � �m
� � - .��"� �9� o� � � � E?� � ��.��� � ���"�%m	n�	� � ���2m ��� 	�m �  � �� � ���o #
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One-
��� %�,�" 
 ������!����,-� �&"$����
 � 
 (����E"�%���	�	�
 �r
 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �

��
����!� ��"$��* 

µ,σ

��
�()"$��1 "$���
����
-
��� %�,�" �E"$�&%����C Z R 8)6�� \ � � ��C Z R 8)6�� \ ��<

One-
� � ���n�

of
GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0072 -6.2908 0.6352
40 0.0042 -6.7491 0.4702
80 0.0044 -7.1035 0.4865
160 0.0027 -2.5516 0.3171

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V
�

One-
� � ���n�

of
GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0069 -5.7676 0.6225
40 0.0039 -5.9765 0.4442
80 0.0041 -6.1828 0.4620
160 0.0026 -2.2061 0.3029

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V
�
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One-
� � ���n�

of
GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0062 -4.6394 0.5873
40 0.0035 -5.0866 0.4068
80 0.0037 -5.2174 0.4271
160 0.0024 -2.3078 0.3129

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V
Y

x�y x�y ��y�� � �)� � � � �
��~

- � � � �
�9} 	 � 	�� ��� � �f� � ���	�����H� �!� �

Overlapped-
�0 ��� .��"��?2m"? � 9? � n6n � n�)d.��"�#o � 	� � � � w�+� � ��	���n �$��� ���n���m	n�o%m
	�	 � �	m
��w � � � �%m
�� � � �

� �  � m
�/. � �oc.���. ��� m
� � ��n�3 � m
	�� � m � .'m
�	m
�+����� �$# ��� O�" ����� � � m
�"O) � � �n � nB� �  � � ��� � �<� n�) �C� ) � �" � m	n�o
��m"? �  �$# I �	�� � ��n=h # �g.��"� �9� o� � m ��� �+�%m
� - m	n�o o����m ��� �o 	����/.'m
� ��� ��n � � � �  � m
� � � ��� ? � n6n � n�)
techniques.
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 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 � 
 (����E"�%��

σ 

 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �"$���
����

-
��� %�,�" �E"$�&%�� "$���
����

-
��� %�,�" �E"$�&%��
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 (����E"�%���	�	�
 �r()"$* 0���
 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �"$���
����
-
��� %�,�" �E"$�&%����C Z R 8)6�� \ ���

@BA 6S8)6 F�K 8)Lf69L K 576 - DOC Z j 3 X 3 W R 6 D�T 8 K$j I A 6 σ 3)57L I A 6 YGY K$� 6 D I CEj 3�IJ6 D 3�8)6 DOC Z&5 CET!CEF 3)57I W PCEj U�8 K�X 69L_6 D U�6 F�C 3 WEW P M A 6�5 R�DOC 57ZQ8)6 W 3�I C X 6 W PqT 6�M D 3 j U W 6 D : CE\ 6 \ : � S � � � � K 8�� � \���K 8 I A7K$D 6 DOj 3 WEWD 3 j U W 6 DOC § 6 D :sI A 6 X LLR
2 � � n�	�� � ��n�	���n �$��� ���n�� � - .��"� �9� o� � � � 2?� � ��.��� � ���"�%m	n�	�'	����/.'m
�"�o:���=m	n -

��� � ��f	����/? � n�m
� � ��n � � ? � n6n � n�)����	 � n � 0 � Rm	n�o J\J � %�� � n�	�� � ��n # � �:?�������� � n�o��� � ��m	n�o � �  � 
	����/.'m
� ��� ��n �  � � � m"? �  � h # �
�

-
h # ���Im
��� � 2�n�o8� � � ����� 	 � m".����� # ��� � � S��m"? �  ����� �+�%m
� � ^ S� �  _ ��n���

6�m
� � � � ��m
� ��� � � 	 ��� �����m
	 �<J\J � %2� � n�	�� � ��nHm	n�oD? � n6n � n�)2���	 � n � 0 �  #

µµµµ σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0749 0.0850 19.3548 0.0576 -2.5093 0.3149
40 128.0880 0.0816 15.3573 0.0564 -4.2551 0.3954
80 128.0281 0.0818 13.1691 0.0709 -6.9306 0.4954
160 128.0551 0.0839 11.7510 0.0799 -3.7863 0.3813

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # V
X
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µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.1015 0.0851 19.3506 0.0577 -2.4454 0.3149
40 128.0705 0.0820 15.3268 0.0561 -4.0709 0.3822
80 128.0685 0.0824 13.0106 0.0708 -7.8103 0.5273
160 128.0578 0.0851 11.5473 0.0803 -3.2910 0.3522

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # ���

µµµµ    σσσσ    GGoF
|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
20 128.0853 0.0852 19.3985 0.0575 -2.1851 0.2963
40 128.0516 0.0813 15.3571 0.0567 -3.4762 0.3575
80 128.0429 0.0831 12.8740 0.0712 -7.5159 0.5159
160 128.0755 0.0863 11.3170 0.0802 -3.3717 0.3583

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # ��V

F � �� � m".(.��oU�0 ��� .��"��?2m"? � �? � n6n � n�)w.��"� �9� o� � �]�	� ��� �n���)&�"� � . � n�) � � � � �  � ��	�m � �%m
] � �%m #:y+�
�<� � � � � D�0 ��� �	m	n�)&D	�m � ! E� �  ��� � � ��m
� � ��n|� � n���n

-
��.�� � �%m ��� ��	�m � �%m
] � �%m/���

µ
� m � �  ��� m
� � �"���=� �  � o��m �

��� 	 � �m
� � -2�9���$� ? �  �C%&� ) � �"Eh # ���em	n�o %&� ) � �"Eh # ��Y�� #
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µ,σ  


 ��* 
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X R&C

2 %�� (���� �����E"$, ��* ��� 0���� �&%
X R&C

2 %�� (���� �����E"$, ��* ���
%&� ) � �"Eh # �
� %&� ) � �"Eh # ���
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µ,σ 


 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �0���� �&%
X R&C

2 %�� (���� � ���E"$, ��* ��� 0���� �&%
X R&C

2 %�� (���� ������E"$, ��* ���
%&� ) � �"Eh # ��� %&� ) � �"Eh # ��Y

* * *

��� B?��n� �C� �>� � � � 
X LLR

2 � � n�	�� � ��n m	n�o � � �� � m".(.��o
-
�0 ��� .��"��?2m"? � B? � n6n � n�) � ��� � �%m ���

� m
�/. �  ����� �%m � n���m � n��o ��� �n<� �  � ��)
-
n����"�%m ��J m ���$�$� m	nHo ��� ��� � ? � � � ��n ��� m	n�m � -&^ �o #
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One-
��� %�,�" 
 ������!����,-� �&"$����
 �

Ave
�E"�%���	�	�
 �r
 ��* 
��."$*�,�" ��� �u	�	�
 �

��
����!� ��"$��* 

µ,σ covar.

"$���
����
-
��� %�,�" �E"$�&%��

%&� ) � �"Eh # ��X %&� ) � �"Eh # ���
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One-
� � ���n�
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0065 -5.6423 0.6250
40 0.0036 -7.2099 0.4908
80 0.0039 -8.2196 0.5203
160 0.0030 -3.1504 0.3284

X P
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # ���

One-
� � ���n�
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0064 -5.6388 0.6249
40 0.0035 -7.0284 0.4859
80 0.0038 -8.2953 0.5256

160 0.0030 -2.8551 0.3132

X R&C
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �
�

One- � o x�$[q
of

GGoF

|S| |Covar(m,s)| Avg. One-Sigma
20 0.0063 -4.8825 0.5998
40 0.0035 -6.1196 0.4555
80 0.0036 -7.9107 0.5127

160 0.0029 -3.1167 0.3339

X LLR
2 ������0�* �!������
�,���
����!� ��"$��* 
���� ,-0�* "$�!� 
��

� m"? � Eh # �
h

%&� ) � �" � h # ���"m	n�o�h # �"�"o���+��n � ���	m
��@� � D?� � � � ��	�m ��� ^ m
� � ��nP� � � � @�%m
] � �%m@���U� � c	����"�" � m
���o
	���n�� � n � mU� �\J m ���$�$� m	n �`� ���O�"!.��" � �n�� � n�)f� �  � ��)

-
n����"�%m ��J m ���$�$� m	n 	����/.'m
�"�o:���=m	n - � � � � '��� � ��

bin
n � n�)2���	 � n � 0 �  �$#
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X R&C
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X R&C

2 %�� (���� ������E"$, ��* ���
%&� ) � �"Eh # �
V %&� ) � �"Eh # ���

x�y ���B� � �n�
ry

���  � � ��� � �<� n�) � � � �d��m"? �  � 	����/.'m
�"2� �  � m
� � � ��� ? � n6n � n�)@���	 � n � 0 �  � m".(. ��� �o<���c�m
	 � � � � � 
J\J � %2� � n�	�� � ��n � 	���n �$� o���"�o #B��� �	���n�	 � ���$� ��n � o��	m � n � n�	 � � o� }

V�� ��� ����	 � n � 0 � �	 � � � �n<����? � n<� � 0o�m
��m � m � �+���" � n �C� � �n�	����n<� � 0m
	�	 � �	m
	 -
m	n�o@	���n �$��� ���n�	 - � � � �  J\J � % �%m
] � �%mw� � m	n<� �  χ2 � � n�	�� � ��n<	 � � � �n<���
�+�m ��� �" J\J � %&#

��� F � �� � m".(.��o
-
�0 ��� �	m	n�)&0m	n�o@� � �� � m".(.��o

-
�0 ��� .��"��?2m"? � E? � n6n � n�)2� �C� ��

� �/.��"� � ��+�n�� ��� n<� � 0m
	�	 � �	m
	 - m	n�o@	���n �$��� ���n�	 - � ��J\J � % �%m
] � �%m #

��� F � �� � m".(.��o
-
�0 ��� .��"��?2m"? � E? � n6n � n�)7.��"�#o � 	� � � � ��+� � ��	���n �$��� ���n��� � � � �%m
�� �

� �
σ
#B� � � m � �]�	� ��� �n���.��� � ���"�%m	n�	� ��� �n<��n � - m �  �  ��#  #  ����w���&h��" 

� m
�/. �  � m
�"0m � m ��� m"? � 

h��
X LLR

2 m	n�o@�0 ��� .��"��?2m"? � E? � n6n � n�)2����)&�� � ��&.��"� �9� o��� � ��+� � �6m
	�	 � �	m
��0m	n�o
	���n �$��� ���n��� � � � �%m
�� � � �

σ.

��� ��� 0m
	�	 � �	m
	 - m	n�o@	���n �$��� ���n�	 - � � � � 
µ
	����/.���n��n���� � � � ��%m
] � �%meo��'n����

� m
� -��$� )�n ���C� 	�m	n�� � - m � m � � n�	�� � ��n<� � � � Mn � �/?����� ��� m
�/. �  �  (� �  J\J � %
� � n�	�� � ��n� (����� � E? � n6n � n�)2���	 � n � 0 �  ��� �o #
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¨ ��]VK 5 X 698)Z�6�5 F 6gI K 5 K 5 -
K U�I CEj 3 W$WEK$F 3 W$j 3�l CEj 3 F 3)5 K$F�FHR 8 R�DOC 57Zu3)5 P YGY K$�T R 5 F I CEK 5 K 8�c C 5v5 C 57ZuIJ6 FHA 5 CEa&R 6 \

@BA 6r8)6 j 3 C 57Lf698 K$T I A7CED L CEDOD 698)IJ3�I CEK 5nM CEWEW�T!K$FHR�DbK 5 X LLR
2 ���$� n�)|� � �� � m".(.��o

-
�0 ��� .��"��?2m"? � 

? � n6n � n�) #B���  � � ��� � �<� n�)2��m"? �  ����� �+�%m
� � ^ 0m ��� � � � �  _ ��n����6�m
� � �S�]$.��� � �+�n�� �$#
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X P
2 µµµµ σσσσ    GGoF

|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
Equi range
20 128.0021 0.0852 18.0921 0.0709 -7.8851 0.5232
40 128.0039 0.0840 15.1517 0.0757 -7.1435 0.5033
80 128.0336 0.0836 14.1866 0.0811 -5.4787 0.4697
160 128.0437 0.0798 13.8625 0.0788 -4.0037 0.3962
Equi probable
20 128.1071 0.0865 16.4319 0.0732 -10.0400 0.5825
40 128.0902 0.0865 12.6454 0.0814 -8.8658 0.5580
80 128.0609 0.0864 10.7077 0.0839 -6.8656 0.4974

160 128.0160 0.0873 9.8527 0.0804 -5.1896 0.4486
Olapd equirange

20 128.0503 0.0844 19.4499 0.0586 -2.3474 0.3113
40 128.0968 0.0816 15.8521 0.0566 -3.7465 0.3734
80 128.1074 0.0812 13.7066 0.0723 -6.1812 0.4694

160 128.0294 0.0817 12.2559 0.0831 -5.7917 0.4687
Olapd equiprobable

20 128.0749 0.0850 19.3548 0.0576 -2.5093 0.3149
40 128.0880 0.0816 15.3573 0.0564 -4.2551 0.3954
80 128.0281 0.0818 13.1691 0.0709 -6.9306 0.4954

160 128.0551 0.0839 11.7510 0.0799 -3.7863 0.3813
��0�,-,�"$�E+'
 � X P

2 ������0�* �!������
�,�()"$��� 
�0���/&� ����� �&%'�!���� ���� �&0����
� m"? � Eh # �
�

XR&C
2 µµµµ    σσσσ    GGoF

|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
Equi range
20 128.0335 0.0855 17.7356 0.0704 -8.4043 0.5447
40 127.9995 0.0846 14.8585 0.0755 -7.0742 0.4992
80 128.0128 0.0845 13.7737 0.0820 -5.2426 0.4618
160 128.0337 0.0814 13.4942 0.0800 -4.1307 0.4021
Equi probable
20 128.0910 0.0865 16.2709 0.0722 -11.0758 0.6158
40 128.0427 0.0865 12.5145 0.0812 -9.1536 0.5672
80 128.0573 0.0871 10.5138 0.0838 -6.6545 0.4923
160 128.0051 0.0880 9.7378 0.0803 -4.5509 0.4233

Olapd equirange
20 128.0723 0.0837 19.2835 0.0571 -2.0174 0.2946
40 128.1164 0.0810 15.6939 0.0562 -3.8296 0.3780
80 128.0839 0.0820 13.3755 0.0724 -6.0428 0.4628

160 128.0132 0.0828 11.8482 0.0840 -5.7362 0.4739
Olapd equiprobable

20 128.1015 0.0851 19.3506 0.0577 -2.4454 0.3149
40 128.0705 0.0820 15.3268 0.0561 -4.0709 0.3822
80 128.0685 0.0824 13.0106 0.0708 -7.8103 0.5273
160 128.0578 0.0851 11.5473 0.0803 -3.2910 0.3522��0�,-,�"$�E+'
 � XR&C

2 ������0�* �!������
�,�()"$��� 
�0���/&� ����� �&%'�!���� ���� �&0����
� m"? � Eh # ���
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X LLR
2 µµµµ    σσσσ    GGoF

|S| Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma Avg. One-Sigma
Equi range
20 128.0361 0.0848 17.1074 0.0678 -8.4316 0.5471
40 127.9981 0.0856 14.2551 0.0744 -7.6645 0.5195
80 127.9775 0.0872 13.1854 0.0827 -5.1788 0.4629
160 128.0166 0.0843 12.9141 0.0813 -3.3135 0.3630
Equi probable
20 128.0859 0.0855 16.2554 0.0724 -10.0300 0.5902
40 128.0498 0.0865 12.4588 0.0816 -8.7867 0.5531
80 128.0491 0.0880 10.3299 0.0838 -6.5506 0.4930
160 128.0154 0.0884 9.4957 0.0804 -3.7419 0.3901

Olapd equirange
20 128.1140 0.0837 19.0601 0.0555 -1.6917 0.2743
40 128.0542 0.0802 15.4285 0.0544 -3.5326 0.3636
80 128.1015 0.0831 12.8055 0.0730 -6.2461 0.4635

160 128.0544 0.0846 11.1900 0.0845 -4.6897 0.4342
Olapd equiprobable

20 128.0853 0.0852 19.3985 0.0575 -2.1851 0.2963
40 128.0516 0.0813 15.3571 0.0567 -3.4762 0.3575
80 128.0429 0.0831 12.8740 0.0712 -7.5159 0.5159
160 128.0755 0.0863 11.3170 0.0802 -3.3717 0.3583��0�,-,�"$�E+'
 � XLLR
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125-131.

� X4FHA 6�5 t�K : Y \ �!\ 3)57L ��\�
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30
� � > -82.
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NeM�� K 8 t : � U�8 C 57Z�698 -Verlag.

� IJ6�U A 6�5 D : oq\ ��\ �!<�> � � �!\ ��£f¤ � � IJ3�I CED I CEF�D�T!K 8�Z K$K LB576 DOD�K$T�T!C Ik3)57L DOK$j 6 F�K$j U�3�8 CEDOK 5 DO\ � � K�R 8;573 W�K$T I A 6��j 698 CEF 3)5 � IJ3�I CED I CEF 3 W���DODOK$F�C 3�I CEK 5 69 � � � ���!� �)� � -737.



117

������������	�


��������������������������������
������������������ ���!�����

VIA
GAUSSIAN

GOODNESS-OF- � ��� �������
S
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X$
0 x + h( ) = F(x) + hF' (x) +

h
2

F"(x) [5.7]

X$
1 (x + 1) − h( ) = F(x + 1) − hF' (x + 1) +

h
2

F"(x + 1) [5.8]

F x + h( )= (1 − h ) YZ 0 (x + h) + h YZ 1((x + 1) − h) [5.9]
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F � x( ) =
F(x + 1) − F(x − 1)

2 [5.10]

F " x( ) =
F(x + 1) − 2F(x) + F(x − 1)

2 [5.11]
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P x Ψ( )= MAX
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P(Φ )P x Φ( )( ) [5.12]
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K FPR TPR
CGMM 1 0.3233 0.8859

2 0.3215 0.8859
4 0.2604 0.8367
7 0.0385 0.8237

K-Means 1 0.2737 0.8133
2 0.2744 0.8492
4 0.2730 0.8304
7 0.3070 0.7496

FGMM 1 0.2933 0.8415
2 0.3259 0.9196
4 0.3315 0.9259
7 0.3152 0.9130�������\m���� #�� �"���(���(#���: ���"#�� � �$� ����� � � � � �=m�� ��!$#����	��
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��� � � � � �
�
)���;���	/ ������
��� 
 � +�� � � +$��� /3
�� ���	��� �����	�5
 �,� ��� 
��	�����"���#������� ���;� ��� ������
� ���5���������
���
�	����%

��� � �����	� %-����� � ��� � ��	����/3��������
��� ����� 
 � � ��� ��
����� � �-� �

K FPR TPR
CGMM 1 0.2281 0.6681

2 0.2178 0.7874
4 0.2200 0.8204
7 0.2318 0.8485

K-Means 1 0.2663 0.8318
2 0.3096 0.8822
4 0.2533 0.8496
7 0.2626 0.8196

FGMM 1 0.2878 0.8659
2 0.3185 0.9307
4 0.3218 0.9400
7 0.3067 0.9141�������\m���� #�� �"��� ���(#�#�!$� '
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�3: ��m������\m������ � � !$����� � ��: � ����� � �(�$�"� o � #�� � ��!$�$�
� 
�
���������� ���

Method FPR TPR ��� ��� �'�
	�� �� ��� � ��� �'�
	�� �� � �������'
�� �'�
Sigma

cgmm01 0.2002 0.7181 0.0057576 0.0165489 0.0003563
cgmm02 0.2437 0.8192 0.0033732 0.0070245 0.0001220
cgmm04 0.2702 0.8658 0.0025880 0.0032410 0.0000544
cgmm07 0.2873 0.8862 0.0020565 0.0019929 0.0000308
kmeans1 0.2573 0.8112 0.0008511 0.0008505 0.0000072
kmeans2 0.3493 0.9345 0.0009904 0.0005903 0.0000057
kmeans4 0.4800 0.9741 0.0012722 0.0003461 0.0000043
kmeans7 0.5671 0.9845 0.0047031 0.0003357 0.0000136
fgmm1 0.2779 0.8364 0.0009231 0.0009339 0.0000084
fgmm2 0.2419 0.8660 0.0010374 0.0009371 0.0000093
fgmm4 0.2216 0.8495 0.0011087 0.0014111 0.0000129
fgmm7 0.1934 0.7990 0.0027022 0.0084882 0.0001117p � ��#��(��� �������\m������ � � !$��� � ���*��: ��� # � �(�$�"� o � #�� � �(�$�

-
��� ��� � #�� �������
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Method
� ��������� � ���

Max-P(C)
� � ���

FPR=0.1

� � ���

FPR=0.15

� � ���

FPR=0.2
cgmm7 0.8752 1.5893 0.6160 0.7068 0.7741
kmeans1 0.8507 1.5478 0.5638 0.6707 0.7354
kmeans2 0.8604 1.5981 0.4974 0.6825 0.7644
kmeans4 0.8453 1.5659 0.4193 0.6033 0.7338
kmeans7 0.8306 1.5474 0.3566 0.5594 0.6898
fgmm1 0.8443 1.5530 0.5688 0.6704 0.7337
fgmm2 0.8665 1.6048 0.5889 0.6961 0.7844
fgmm4 0.8765 1.6126 0.6019 0.7166 0.7945
fgmm7 0.8793 1.6159 0.6047 0.7155 0.7935
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� ��� ��� ���
Components d’

1 1.569
2 1.808
3 1.801
4 1.801
7 1.704
11 1.590
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f1 36.00 f1 20.25
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f0 f1 f2
Mean 65.738 64.223 63.673
Covar f0 43.728 2.160 8.095

f1 2.160 30.823 6.643
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